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Introduction ge´ne´rale
La propulsion des lanceurs spatiaux utilise pour combustibles principalement
des propergols solides et des ergols liquides. Les moteurs a` propergols solides sont
capables de de´livrer des pousse´es fortes mais sont difficilement modulables. Les
moteurs a` ergols liquides de´livrent ge´ne´ralement des pousse´es plus faibles mais
sont mieux controˆlables et ont un meilleur rendement. Ces deux technologies sont
comple´mentaires. L’optimisation globale des performances des lanceurs spatiaux
conduit a` un e´tagement qui est le re´sultat d’un compromis entre la possibilite´ de
se de´barrasser de la masse inutile des re´servoirs vides et la ne´cessite´ d’un syste`me
propulsif pour chaque e´tage, ce qui alourdit la fuse´e et en augmente le couˆt. Le choix
du nombre d’e´tages et de leur syste`me de propulsion est un proble`me d’optimisa-
tion relativement ouvert comme on a pu le constater sur les diffe´rentes architectures
propose´es pour la fuse´e Ariane 6 qui devra remplacer le lanceur europe´en actuel
Ariane 5. Ces de´cisions doivent d’une part re´pondre a` des crite`res e´conomiques du
fait d’une concurrence accrue sur le secteur des lancements de satellites depuis l’ar-
rive´e de la firme Space-X et des fuse´es chinoises Longue Marche, mais aussi a` des
besoins technologiques a` long terme pour maintenir un savoir faire sur l’ensemble
des technologies. Ce processus est d’autant plus complique´ que chaque famille se
de´cline sur des technologies de puissances, de couˆts et de rendements diffe´rents. Le
premier e´tage doit avoir une forte pousse´e pour e´chapper a` la pesanteur mais ses
performances ont une faible incidence sur la charge utile. La propulsion solide est
donc un bon candidat. Au contraire le dernier e´tage, qui assure la satellisation, doit
avoir un syste`me de propulsion qui pre´sente de tre`s bonnes performances car cela
a un impact direct sur la charge utile du satellite. Afin d’assurer une satellisation
parfaite, il est ne´cessaire d’avoir recours aux ergols liquides qui permettent de de´finir
en temps re´el l’instant d’arreˆt du moteur.
Parmi les technologies de propulsion a` ergols liquides, on distingue les ergols
liquides stockables et les ergols liquides cryoge´niques. Les ergols liquides stockables
sont par exemple utilise´s sur la fuse´e chinoise Longue Marche 3 ou sur le moteur
Aestus qui e´quipe le dernier e´tage de la version Ariane 5 G. Ils sont naturellement
a` l’e´tat liquide a` tempe´rature et pression ambiantes ce qui les rend facilement en-
treposables. Les couples d’ergols stockables utilise´s sont souvent hypergoliques c’est
a` dire qu’ils s’enflamment de`s qu’ils rentrent en contact. Ils ne ne´cessitent donc pas
de syste`me d’allumage et sont particulie`rement appre´cie´s dans des situations ou` le
moteur subit de nombreux cycles d’allumage/extinction, par exemple sur un dernier
e´tage ou un satellite pour la correction de trajectoires. Leur inconve´nient majeur
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est leur haute toxicite´. Les ergols liquides cryoge´niques sont plus difficiles a` utiliser
car ils ne´cessitent d’eˆtre refroidis a` des tempe´ratures infe´rieures a` 100 K pour eˆtre
stocke´s sous forme liquide. Ils compensent ces difficulte´s en fournissant un meilleur
rapport impulsion fournie/masse, appele´e impulsion spe´cifique (ISP), que les ergols
stockables et sont en ge´ne´ral moins toxiques. Le principal comburant cryoge´nique
utilise´ est l’oxyge`ne que l’on de´signe alors sous l’acronyme LOX pour Liquid Oxygen.
Il est combine´ en ge´ne´ral soit a` de l’hydroge`ne liquide (LH2), par exemple pour le
moteur Vulcain d’Ariane 5 ou dans les moteurs de la navette spatiale ame´ricaine ap-
pele´s couramment SSME (Space Shuttle Main Engine), soit a` l’ergol stockable RP-1
qui est une forme de ke´rose`ne, par exemple dans les moteurs RD-107 de Soyouz ou
le Merlin de Space-X.
En combustion, les performances des moteurs augmentent avec la pression de
chambre. Cette ame´lioration s’accompagne e´galement d’une augmentation des tem-
pe´ratures atteintes et donc des contraintes thermiques pour le moteur. Sur les mo-
teurs a` ergols liquides, les combustibles et comburants sont stocke´s se´pare´ment et a`
relativement basse pression et doivent donc eˆtre pressurise´s avant l’injection dans la
chambre. Le choix de la pression de chambre est le re´sultat d’un compromis entre
les meilleures performances possibles, les contraintes thermiques et la complexite´
ge´ne´rale du syste`me de turbopompes ne´cessaire a` l’augmentation de la pression.
Une turbopompe est compose´e d’une pompe qui entraine les ergols froids couple´e
a` une turbine qui pre´le`ve de l’e´nergie de gaz chauds. Pour les moteurs cryotech-
niques, on distingue ceux utilisant un ge´ne´rateur de gaz qui bruˆlent une partie des
ergols pour entrainer les turbines. L’utilisation d’un ge´ne´rateur de gaz permet d’at-
teindre des pressions de chambre e´leve´es mais complexifie le syste`me et l’alourdit.
Il est principalement utilise´ sur les premiers e´tages. On trouve par ailleurs le cycle
expandeur qui consiste a` laisser le combustible se re´chauffer le long de la chambre
de combustion pour utiliser seulement l’augmentation du volume massique pour en-
trainer les turbines. On distingue e´galement les moteurs a` flux inte´gre´, ou` les gaz
chauds qui entrainent les turbines sont ensuite injecte´s dans la chambre de combus-
tion principale des moteurs, et les moteurs a` flux de´rive´ qui n’injectent pas ces gaz
dans la chambre de combustion. L’avantage des moteurs a` flux inte´gre´ re´side dans le
fait que tous les ergols pre´sents dans les re´servoirs sont injecte´s dans la chambre de
combustion ou` le rendement est maximal, mais cela augmente la complexite´ et les
contraintes car la pression a` l’entre´e du ge´ne´rateur de gaz est un peu plus du double
de la pression qui re`gne dans la chambre de combustion. Au contraire, pour les mo-
teurs a` flux de´rive´, les pressions dans la chambre principale et dans le ge´ne´rateur
de gaz sont voisines, mais le rendement du ge´ne´rateur de gaz est plus faible pour
e´viter de de´truire les turbines, ce qui conduit a` une perte d’impulsion spe´cifique. Ces
deux classifications permettent de de´gager les quatre architectures pre´sente´es dans
le tableau 1. La premie`re est le moteur a` combustion e´tage´e a` flux inte´gre´ et avec un
ge´ne´rateur de gaz comme le moteur SSME, la seconde est le moteur a` ge´ne´rateur de
gaz mais flux de´rive´ comme le Vulcain, la troisie`me est le moteur a` cycle expandeur
inte´gre´ comme le Vinci et enfin le quatrie`me est le moteur a` cycle expandeur bleed
a` flux de´rive´ utilise´ par exemple sur le moteur japonais LE-5A.
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Table 1 – Comparaison de moteurs cryotechniques existants
Nom SSME Vulcain Vinci LE-5A
cycle ge´ne´rateur
de gaz +
inte´gre´
ge´ne´rateur
de gaz +
de´rive´
expandeur
+ inte´gre´
expandeur
+ de´rive´
roˆle e´tage
principal
e´tage
principal
dernier
e´tage
dernier
e´tage
ergols LOX/LH2 LOX/LH2 LOX/LH2 LOX/LH2
Pression chambre (bar) 206,4 115 60,8 39,8
Pousse´e dans le vide
(kN)
2279 1340 180 121,5
ISP dans le vide (s) 452,3 434,2 465 452
Masse (kg) 3526 2100 550 248
Puissance/Masse
(kN/kg)
0,65 0,64 0,33 0,49
L’ame´lioration des moteurs actuels passe par deux axes principaux, une ame´liora-
tion technique du moteur, notamment une diminution de sa masse, et une re´duction
des couˆts de production et de de´veloppement qui sort du contexte de cette the`se.
La chambre de combustion est l’organe central du moteur d’un point de vue fonc-
tionnel. C’est dans la chambre que se de´roulent les phe´nome`nes les plus complexes
meˆlant ae´rodynamique turbulente, cine´tique chimique, acoustique, transfert ther-
mique et rayonnement. C’est donc e´galement l’e´le´ment dont on maˆıtrise le moins le
fonctionnement. Des instabilite´s a` basse fre´quence de type pogo et haute fre´quence
de nature acoustique peuvent s’y de´velopper. Les contraintes thermiques en paroi
sont tre`s fortes dans une chambre de combustion. En effet, d’un coˆte´ les gaz chauds
peuvent atteindre des tempe´ratures supe´rieures a` 3000 K et de l’autre des ergols
froids circulent dans les canaux de refroidissement. Pour pre´server le bon fonction-
nement, voire meˆme l’inte´grite´ du syste`me, il est ne´cessaire lors de la conception de
la chambre de combustion de pre´voir des marges de fonctionnement et des syste`mes
pour empeˆcher les instabilite´s de se de´velopper. En ame´liorant la connaissance et la
maˆıtrise des phe´nome`nes, les motoristes peuvent augmenter la fiabilite´ et re´duire la
masse, le couˆt et le temps de production de la chambre de combustion, en limitant
les marges de se´curite´ et les syste`mes auxiliaires. Deux moyens sont mis en œuvre
pour atteindre ce but, d’un coˆte´ les approches expe´rimentales avec la construction
de bancs d’essai de´die´s a` l’e´tude de configurations simplifie´es de moteurs cryotech-
niques et de l’autre de vastes progre`s ont e´te´ re´alise´s dans le domaine de la simulation
nume´rique pour fournir des outils d’analyse et de conception comple´mentaires avec
l’approche expe´rimentale.
Des bancs d’essais cryotechniques sur des configurations re´duites ont ainsi vu le
jour, aux E´tats-Unis, au Japon et en Europe. En France, on trouve le banc MAS-
COTTE de l’ONERA [HVTV96, VHT99, VHVZ00] et en Allemagne le banc P8
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du DLR [SHP+95, EZ06, KH98]. E´quipe´s de nombreux moyens de mesure, ils four-
nissent de larges bases de donne´es pour l’e´tude des phe´nome`nes en jeu dans les
moteurs cryotechniques. Le banc d’essai MASCOTTE de l’ONERA a e´te´ conc¸u
pour l’e´tude de la combustion de l’oxyge`ne liquide, injecte´ a` une tempe´rature voi-
sine de 80 K, avec de l’hydroge`ne dans une chambre de combustion mono-injecteur
coaxial. Les premie`res versions fonctionnaient a` des pressions infe´rieures a` 10 bar
[CHS+98, CSB+01, GBC01]. De nombreuses ame´liorations ont e´te´ effectue´es au fil
des anne´es pour e´largir le domaine d’e´tude aux pressions supe´rieures a` la pression cri-
tique de l’oxyge`ne qui est de 50,4 bar [JTS+00, GVLB01, GBC03, SSRC06, CJS+06,
HOG+06], au couple d’ergols LOX/CH4 [SSCR05, SSRC07, CSS+07, GBH+07] ou
encore aux instabilite´s de combustion a` hautes fre´quences sur une configuration
a` cinq injecteurs [RSDC06, RDSC08, MDSC09, MHS+13]. Les diffe´rents moyens
d’acquisition optique ont mis en e´vidence un changement de re´gime de combustion
lorsque la pression de´passe la pression critique de l’oxyge`ne. En re´gime subcritique,
le jet d’oxyge`ne froid liquide est atomise´ dans la chambre, cre´ant un nuage de gout-
telettes d’oxyge`ne liquide qui s’e´vaporent puis bruˆlent. Ce phe´nome`ne est le re´sultat
d’un e´quilibre entre les forces de tension de surface et l’entrainement du jet par le
flux d’hydroge`ne. Aux pressions supercritiques, lorsque l’oxyge`ne est injecte´ froid il
posse`de une densite´ comparable a` celle de l’oxyge`ne liquide tandis que la tension de
surface disparaˆıt ce qui change fortement le re´gime de combustion. On parle dans
ce cas d’injection transcritique. On trouve toujours un jet dense d’oxyge`ne qui peut
eˆtre observe´ par des techniques de visualisation en transmission [HOG+06], en tomo-
graphie par diffusion de Mie [GBV01b] ou par diffusion Raman spontane´e [CSB+01],
mais il n’y a plus d’atomisation du jet. Ce changement du mode de de´sinte´gration
du jet dense d’oxyge`ne change la structure de flamme. Au lieu d’avoir une flamme
diffuse re´partie autour du spray de gouttes, la flamme reste localise´e autour du jet
dense d’oxyge`ne. L’ouverture de la flamme, mise en e´vidence par des mesures de
chimiluminescence OH [JTS+00, CJS+06, GBV01a], est alors beaucoup plus faible.
En paralle`le des mesures expe´rimentales, l’utilisation de la simulation nume´rique
s’est largement re´pandue graˆce a` l’augmentation de la puissance de calcul disponible.
Les codes de simulations nume´riques ont par ailleurs e´norme´ment profite´ des the´ories
de´veloppe´es a` partir des mesures expe´rimentales pour enrichir leur mode´lisation de la
combustion. Ils permettent de plus en plus d’intervenir dans le processus de concep-
tion d’un syste`me propulsif, le calcul nume´rique e´tant en effet plus rapide a` mettre
en place et nettement moins cher qu’une expe´rience. La fiabilite´, la robustesse et la
rapidite´ d’une simulation nume´rique sont les cle´s de son succe`s. Un certain nombre
de configurations acade´miques permettant d’isoler les diffe´rents phe´nome`nes inter-
venant au sein d’une chambre de combustion a` haute pression ont e´te´ e´tudie´es.
Ces dernie`res permettent de valider les de´veloppements des mode`les et des codes
de simulation nume´rique avant de les utiliser dans un but pre´dictif pour la concep-
tion. Parmi les grands axes de recherche de ces dernie`res de´cennies, on trouve la
combustion de goutte dans un environnement gazeux a` haute pression [HSY91,
DS93, YS94, DHN95, HND96, LMYH07], la compre´hension des phe´nome`nes de dif-
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fusion dans les couches de me´lange supercritiques [OB02] et la combustion dans
des flammes planes laminaires de pre´me´lange supercritiques [EGGW00, GMD11] et
des flammes e´tire´es de diffusion supercritiques [RZY+08, PDC+09b, GM12a]. Ces
avance´es permettent d’enrichir les simulations effectue´es sur des ge´ome´tries semi-
industrielles de type MASCOTTE. Pour l’e´tude nume´rique du re´gime turbulent
supercritique, les simulations ont commence´ avec des approche RANS bidimension-
nelles, puis tridimensionnelles en utilisant des approches issues du re´gime subcritique
a` savoir une injection combine´e de goutte et de gaz parfait a` pression supercritique
[DZS+01, LDV01]. Des approches gaz re´els ont e´te´ de´veloppe´es depuis. L’approche
RANS a alors permis de valider ces mode´lisations sur des configurations complexes
[CF06, PP09, Mat11]. Les calculs RANS ont montre´ des limites pour retrouver
correctement les angles d’ouverture de flamme et la longueur de flamme. L’utili-
sation d’une me´thode de´die´e a` la transition transcritique de l’oxyge`ne a permis a`
Demoulin d’ame´liorer la qualite´ des re´sultats [DZM09]. Les calculs RANS sont par
de´finition incapables de repre´senter les phe´nome`nes instationnaires associe´s aux in-
stabilite´s. L’e´tude des instabilite´s et les besoins pre´dictifs ne´cessaires a` la conception
des chambres de combustion orientent actuellement les diffe´rentes e´tudes vers des
approches de simulation aux grandes e´chelles. La SGE a e´te´ utilise´e pour calculer
la de´sinte´gration de jets coaxiaux transcritiques non re´actifs arrivant dans une zone
ambiante chaude [ZY06, SSRC10] et pour la combustion dans des chambres de com-
bustion cryotechniques [MSMO06, MSOM10, SMBC11, Rui12]. La me´thode SGE
a montre´ des re´sultats probants pour l’e´tude de jets excite´s acoustiquement, non-
re´actifs [SRLC12] et re´actifs [HSDC15]. Il faudrait comple´ter l’e´tude avec une com-
paraison avec une simulation nume´rique directe pour valider l’ensemble des mode`les
sous mailles dans le cadre des fluides denses [SOBH07]. Cependant, l’e´tude DNS
est encore hors de porte´e pour des ge´ome´tries complexes. Son utilisation se limite
a` l’e´tude de couche de me´lange non re´active [OB02] ou a` des phe´nome`nes localise´s,
souvent au niveau des injecteurs, dans des cas bidimensionnels [Yan00, RCSP11] ou
sur des secteurs de chambre [Oef06]. Ces e´tudes ont permis d’e´tudier l’accrochage
de la flamme sur l’injecteur et la naissance des instabilite´s de Kelvin-Helmholtz.
L’objectif de cette the`se est d’affiner la compre´hension des phe´nome`nes super-
critiques et en particulier la transition transcritique de l’oxyge`ne par une approche
nume´rique. Pour atteindre ce but, il a e´te´ ne´cessaire de mettre en place des me´thodes
robustes de´die´es au traitement des instabilite´s thermodynamiques et nume´riques
rencontre´es lors de la transiton dense-dilue´ de l’oxyge`ne. Le choix d’utiliser des
me´thodes d’interface diffuse de type second gradient [vdW95, AGW98, JLCD01] et
de type multifluide [BN86, Abg96, SPB09] a e´te´ fait. Ces deux approches ont e´te´
e´value´es et valide´es sur des configurations de flammes e´tire´es. L’approche multifluide
a ensuite e´te´ conserve´e pour re´aliser une simulation aux grandes e´chelles avec le code
CEDRE de l’ONERA.
Le premier chapitre de cette the`se traite de la repre´sentation thermodynamique
d’un me´lange de fluides denses. Cette mode´lisation du comportement des fluides
denses supercritiques est re´alise´e en utilisant une thermodynamique de´coulant d’une
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loi d’e´tat cubique [vdW73, RK49, Soa72, PR76]. L’utilisation de cette thermody-
namique permet de mettre en e´vidence des instabilite´s et des e´quilibres dans un
me´lange de fluides. Les limites de stabilite´ et les e´quilibres d’un me´lange binaire eau-
oxyge`ne sont e´tudie´es en de´tail. Ce travail est ne´cessaire pour l’e´tude des flammes
e´tire´es de diffusion ou` de l’eau cre´e´e dans la flamme diffuse vers l’oxyge`ne froid.
Le second chapitre est consacre´ a` l’e´volution d’un me´lange de fluides non ide´aux.
Les flux de diffusion, apparaissant dans les e´quations de transport, sont introduits
par une approche entropique de la thermodynamique hors e´quilibre [Kei87] et de la
the´orie des processus irre´versibles [DGM84]. Les coefficients de transports a` haute
pression utilise´s dans cette the`se sont e´galement pre´sente´s en de´tail. L’influence
d’une formulation non ide´ale cohe´rente avec l’utilisation d’une thermodynamique
des fluides denses est e´tudie´e dans le cas d’une couche de me´lange binaire non
re´active.
Le troisie`me chapitre introduit la me´thode d’interface diffuse de type second
gradient introduite par van der Waals pour de´crire continument les interfaces li-
quide/vapeur [vdW95, AGW98, JLCD01]. Cette approche repose sur l’ajout d’une
e´nergie volumique de capillarite´ dans l’expression de l’e´nergie libre interne. La
the´orie des processus irre´versibles permet de de´duire les conse´quences de cette mo-
dification sur les e´quations de conservation. Les e´quations ge´ne´rales sont ensuite
simplifie´es pour l’e´tude d’une interface a` faible nombre de Mach.
Le quatrie`me chapitre est de´die´ a` l’e´tude des structures et des flammes de dif-
fusion e´tire´es avec une me´thode d’interface diffuse de type second gradient. Cette
approche permet d’e´tendre l’e´tude des flammes de diffusion e´tire´es supercritiques
[RZY+08, PDC+09a, GM12a] au re´gime subcritique avec un mode`le unifie´. L’e´volution
de la transition de l’interface dense-dilue´ et la structure de flamme sont ainsi e´tudie´es
en fonction de la pression et des parame`tres du mode`le de second gradient. L’appari-
tion d’instabilite´s, qui conduisent a` la condensation d’eau liquide, est explique´e graˆce
a` l’e´tude de stabilite´ du me´lange binaire eau-oxyge`ne re´alise´e au premier chapitre.
Ces instabilite´s rendent ne´cessaire l’utilisation de flux de diffusion non ide´aux sous
une forme utilisant directement les gradients des de´rive´es partielles de l’entropie.
Le cinquie`me chapitre e´tudie la me´thode d’interface diffuse de type multifluide
[BN86, Abg96, SPB09]. Ce mode`le prometteur pour une utilisation dans le cadre
d’une simulation aux grandes e´chelles est valide´ sur le cas d’une flamme e´tire´e
pre´sente´ au quatrie`me chapitre. La jonction avec les me´thodes d’interface diffuse
de type second gradient est re´alise´e pour la mode´lisation de la tension de surface
ne´cessaire en re´gime subcritique.
Le sixie`me et dernier chapitre correspond a` la simulation aux grandes e´chelles
d’une configuration supercritique du banc d’essai cryotechnique MASCOTTE a`
60 bar. La thermodynamique d’un me´lange de fluides denses et le mode`le multi-
fluide imple´mente´s dans CEDRE permettent de re´aliser cette e´tude. Les re´sultats
du calcul pre´sentent un tre`s bon accord avec les re´sultats expe´rimentaux d’ombro-
scopie [HOG+06] et de chimiluminescence OH [JTS+00]. La transition transcritique
de l’oxyge`ne pre´sente dans le jet dense est e´tudie´e en de´tail. Les phe´nome`nes de
de´stabilisation du jet dense sont analyse´s et mettent en e´vidence des instabilite´s
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longitudinales de type Kelvin-Helmholtz ainsi que des instabilite´s azimutales dont
l’origine peut eˆtre explique´e par des instabilite´s de type Rayleigh-Taylor.


Chapitre I
Thermodynamique non
ide´ale d’un me´lange de
gaz et instabilite´s
De nombreuses campagnes expe´rimentales ont permis d’e´tudier l’e´tat et le com-
portement de diffe´rents corps purs en fonction de la tempe´rature et de la pression.
Ces campagnes ont concerne´ les trois phases solide, liquide et gazeuse de la matie`re.
La phase gazeuse est caracte´rise´e par une faible densite´ et des particules qui in-
teragissent tre`s peu entre elles. La phase liquide posse`de quant a` elle une densite´
e´leve´e qui conduit a` de fortes interactions entre particules. Ces interactions sont
couramment mode´lise´es par un potentiel d’interaction de Lennard-Jones qui com-
prend un terme re´pulsif a` courte porte´e–qui traduit le fait que deux particules ne
peuvent physiquement se situer en meˆme temps a` la meˆme position—et une partie
attractive a` longue porte´e. La phase solide a elle aussi une forte densite´ et pre´sente
des interactions entre mole´cules plus fortes et plus complexes que pour la phase li-
quide. Cependant cet e´tat n’apparaissant qu’a` tre`s faible tempe´rature ou tre`s haute
pression pour les espe`ces intervenant dans la combustion dans les moteurs fuse´es
cryotechniques, nous ne nous y inte´resseront pas dans le cadre de cette the`se.
Il est commun de repre´senter dans un diagramme volume/tempe´rature/pression
l’e´tat d’un corps pur comme sche´matise´ sur la figure I.1. De manie`re ge´ne´rale pour
un couple (T, P ) la matie`re n’est stable que dans un seul de ces trois e´tats. A la
frontie`re entre ces domaines il existe des courbes ou` l’e´quilibre entre deux phases
est possible et un point triple ou` les trois phases coexistent.
Notre travail sera concentre´ sur l’e´tude des e´quilibres et transitions entre les e´tats
liquide et gazeux. Pour ces e´quilibres, les deux phases sont se´pare´es par une interface
de quelques Angstro¨m. De part et d’autre de cette interface, on observe un saut des
grandeurs thermodynamiques et en particulier une discontinuite´ de la densite´. Par
ailleurs, il existe au niveau de l’interface des forces surfaciques dont la tension de
surface est un exemple. Ne´anmoins, lorsque la pression croit les diffe´rences de part
et d’autre de l’interface ont tendance a` diminuer jusqu’a` une certaine pression pour
laquelle il n’y a plus de discontinuite´. Cette pression est appele´ pression critique. On
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Figure I.1 – Repre´sentation dans l’espace (V,T, P )
du diagramme de stabilite´ d’un corps pur.
parlera par la suite de pression subcritique par rapport a` une espe`ce pure lorsque
la pression du fluide est infe´rieure a` la pression critique et de fac¸on similaire on
emploiera le terme de pression supercritique dans le cas inverse.
Le National Institute of Standards and Technology (NIST) a en partie pour
mission de regrouper l’ensemble des donne´es expe´rimentales collecte´es jusqu’a` ce
jour et offre ainsi une vaste banque de donne´e [LM05]. A partir des donne´es du NIST
on peut dresser le diagramme des phases de l’oxyge`ne qui est l’un des principaux
oxydant dans les moteurs cryotechniques. On peut ainsi repre´senter sur la figure I.2
les phases liquide et gazeuse ainsi que la ligne d’e´quilibre (Tsat,Psat) entre les deux,
appele´e courbe de saturation qui se termine au niveau du point critique (Tc,Pc). Aux
pressions subcritiques, la phase liquide existe pour des tempe´ratures infe´rieures a` la
tempe´rature de saturation et la phase gazeuse aux tempe´ratures plus e´leve´es. Quand
la pression est supe´rieure a` la pression critique de l’oxyge`ne (Pc,O2=50,428 bar) le
fluide est dans un e´tat supercritique et passe de manie`re continue d’e´tats denses
aux basses tempe´ratures a` des e´tats le´gers aux hautes tempe´ratures. Cependant
comme on peut le voir sur le diagramme I.2 colore´ par la densite´, il existe de fortes
variations de la densite´ du fluide supercritique dans la zone virtuelle prolongeant
la courbe de saturation. Cette ligne virtuelle est parfois de´signe´e sous le nom de
ligne de pseudo e´vaporation. Dans le cadre des moteurs fuse´es cryotechniques, il
est fre´quent que les ergols soient injecte´s froids et a` des pressions supercritiques
et qu’ils se re´chauffent ensuite a` cause de la combustion. On parlera de transition
transcritique ou` de transition dense-dilue´ lorsque les ergols traversent cette zone
de pseudo-e´vaporation. Par extension, les conditions d’injection conduisant a` cette
situation seront e´galement qualifie´es de transcritiques.
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Figure I.2 – Diagramme des phases de l’oxyge`ne a` partir des donne´es du NIST
(Tsat,Psat) ( ), (Tc,Pc) , (T,Pc) (- -).
On peut distinguer deux phe´nome`nes physiques conduisant a` l’apparition d’une
interface dans un me´lange. Le premier est une instabilite´ me´canique semblable a`
celle existant dans le cas des fluides purs qui conduit a` une interface entre un liquide
et sa vapeur [DO13]. Le second phe´nome`ne, spe´cifique aux me´langes multiespe`ces,
est lie´ au proble`me de solubilite´ entre espe`ces qui peut conduire a` l’apparition de
plusieurs phases non miscibles entre elles [JF85]. Ce processus est surtout pre´sent
dans les liquides ou les fluides tre`s denses [RPP87]. Cela peut s’expliquer par le fait
que dans un gaz, les mole´cules interagissent peu entre elles. C’est ce me´canisme qui
conduit a` la se´paration de l’huile et du vinaigre dans les vinaigrettes.
On s’inte´ressera dans la premie`re partie de ce chapitre a` la description ther-
modynamique non ide´ale d’un me´lange de fluides et a` sa mode´lisation par des lois
d’e´tat cubique. Ces lois offrent en effet une repre´sentation pre´cise de la physique
pour un couˆt de calcul raisonnable qui fait qu’elles sont couramment utilise´es dans
les simulations nume´riques.
Dans une seconde partie, on e´tudiera les contraintes de stabilite´ induites par le
second principe de la thermodynamique. On verra ensuite comment la pre´sence d’in-
stabilite´s thermodynamiques entraine une se´paration de phases qui nous conduira
a` de´finir l’e´quilibre entre phase. Ces concepts seront alors applique´s a` l’e´tude des
e´quilibres et limites de stabilite´ d’un me´lange binaire oxyge`ne-eau. Ces re´sultats nous
serviront lors de l’e´tude des flammes de diffusion hydroge`ne/oxyge`ne dans lesquelles
l’eau produite dans la flamme diffuse et interagit avec l’oxyge`ne froid.
Enfin une troisie`me partie sera consacre´e a` l’e´valuation des difficulte´s nume´riques
lie´es a` l’utilisation d’une thermodynamique non ide´ale dans des codes de simulation
nume´rique reposant sur des me´thodes de volumes finis.
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I.1 Thermodynamique non ide´ale d’un me´lange
de gaz
La thermodynamique donne une description macroscopique de la matie`re et de
son e´nergie a` partir de grandeurs macroscopiques sans avoir a` de´tailler le compor-
tement particulier des diffe´rentes particules qui la composent.
Les premie`res e´tudes expe´rimentales de la thermodynamique remontent au mi-
lieu du XVIIIe`me ou` Boyle et Mariotte ont, a` quelques anne´es d’intervalle, formule´
le lien entre le volume et la pression d’un gaz. C’est cependant avec l’apparition des
machines a` vapeur au XIXe`me sie`cle que la thermodynamique a pris son essor en tant
que science. Sadi Carnot est le premier a` the´oriser le fonctionnement des machines
a` vapeur [Car24] en e´tudiant le lien entre la chaleur, la pression et le rendement des
moteurs. Il posera les bases du second principe de la thermodynamique qui intro-
duit la notion d’irre´versibilite´ des phe´nome`nes thermodynamiques. Ce principe est
pre´cise´ plus tard par Rudolf Clausius qui introduit la notion d’entropie pour de´crire
les pertes observe´es lors de la transformation ou d’e´change d’e´nergie entre syste`mes
[Cla67]. Il faut attendre l’apport de la physique statistique de Maxwell, Boltzmann
et Gibbs pour the´oriser le passage des e´tats microscopiques a` la description macro-
scopique [Bol64, Gib78]. Dans ce contexte l’entropie thermodynamique permet de
quantifier la perte d’information lors du passage d’une description de la matie`re par
un ensemble d’e´tats microscopiques a` une description par un e´tat macroscopique
et donne une mesure de la quantite´ de de´sordre d’un syste`me. On peut noter au
passage que cette de´finition de l’entropie n’est pas propre a` la thermodynamique et
on la retrouve dans d’autres domaines avec par exemple en the´orie de l’information
avec l’entropie de Shannon [Sha48].
Dans le cadre d’un gaz dilue´, la physique statistique et la the´orie cine´tique des gaz
permettent d’exprimer une entropie thermodynamique, une e´nergie interne et une
e´quation d’e´tat. La connaissance de ces fonctions permet ensuite de reconstruire
l’ensemble de la thermodynamique du gaz parfait graˆce aux relations de Gibbs.
Cette thermodynamique du gaz parfait sert de re´fe´rence pour la construction d’une
thermodynamique d’un me´lange de gaz re´el a` partir d’une loi d’e´tat de pression d’un
fluide dense.
I.1.1 Entropie et e´nergie extensives
Pour repre´senter un syste`me thermodynamique, il existe de nombreux parame`tres
macroscopiques. En fonction du proble`me e´tudie´ certains jeux de variables sont plus
judicieux que d’autres. Parmi les possibilite´s offertes a` l’e´tude des syste`mes isole´s
homoge`nes on trouve le jeu de variables extensives Ξ = (V , E ,M1, · · · ,Mne) ou` V
est le volume du syste`me , E son e´nergie interne, ne le nombre d’espe`ces diffe´rentes
pre´sentes dans le syste`me etMk pour 1 ≤ k ≤ ne les masses de ces espe`ces. Ce choix
permet, lorsqu’on fusionne des syste`mes, de sommer leurs variables pour obtenir la
nouvelle repre´sentation.
Un syste`me repre´sente´ par un e´tat macroscopique peut correspondre a` diffe´rentes
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configurations microscopiques qu’on dira admissibles. On note f(Ξ) le nombre de ces
configuration re´alisant l’e´tat macroscopique Ξ. Au cours du temps les configurations
microscopiques transitent sans cesse les uns vers les autres de fac¸on chaotique. Cette
e´volution stochastique ne permet qu’une description probabiliste de l’e´volution des
e´tats macroscopiques par une chaine de Markov. On a ainsi seulement acce`s aux
probabilite´s de chaque e´tat de f(Ξ) qui ve´rifient :
f(Ξ)∑
i=1
Pi = 1
Pi ≥ 0 , 1 ≤ i ≤ f(Ξ) .
(I.1)
En utilisant la de´finition introduite par Shannon [Sha48] de l’entropie statistique en
fonction des probabilite´s des micro-e´tats, on trouve la forme ge´ne´rale de l’entropie
thermodynamique statistique :
Sstatf(Ξ)
(
P1, · · · , Pf(Ξ)
)
= −kB
f(Ξ)∑
k=1
Pk lnPk , (I.2)
ou` kB est la constante de Boltzmann.
La difficulte´ est donc reporte´e sur l’e´valuation des probabilite´s des micro-e´tats
admissibles. Si l’on supposait un instant connus non seulement le nombre de micro-
e´tats admissibles f(Ξ) mais e´galement les probabilite´s de transition d’un e´tat i vers
un e´tat j pour tous les couples (i, j) ∈ f⊗ f, il serait alors possible de trouver les
vecteurs propres de la matrice de Markov pour en de´duire les e´tats stationnaires. Ces
donne´es n’e´tant bien e´videmment pas accessibles pour un syste`me complexe, elles
sont remplace´es par le postulat d’e´quilibre macroscopique. On fait ainsi l’hypothe`se
qu’il existe un unique e´tat stationnaire de cette chaine de Markov et qu’il est tel que
la probabilite´ de chaque e´tat de f(V , E ,M1, · · · ,Mne) soit identique :
Pi =
1
f(Ξ)
, i ∈ f(Ξ), (I.3)
Avec ce postulat la formulation de l’entropie (I.2) se simplifie et l’on trouve la
formulation classique de l’entropie de Boltzmann [Bol64] :
S(V , E ,M1, · · · ,Mne) = kB lnf(V , E ,M1, · · · ,Mne). (I.4)
L’hypothe`se d’indiscernabilite´ des mole´cules d’un point de vue macroscopique
conduit a` la proprie´te´ de 1-homoge´ne´ite´ de l’entropie par rapport aux variables
extensives
(V , E ,M1, · · · ,Mne)
S(2V , 2E , 2M1, · · · , 2Mne) = 2S(V , E ,M1, · · · ,Mne) (I.5)
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Parmi les autres proprie´te´s remarquables de l’entropie, on trouve la concavite´
qui sera de´taille´e dans la partie I.2 de ce chapitre et la relation de Gibbs
TdS = dE + PdV −
ne∑
i=1
gidMi, (I.6)
ou` T est la tempe´rature, P la pression et gi le potentiel chimique de la ie`me espe`ce.
Cela implique que l’on peut de´finir les de´rive´es partielles de l’entropie en fonction
de la tempe´rature, de la pression et des potentiels chimiques par
1
T
≡
(
∂S
∂E
)
V,Mi
P
T
≡
(
∂S
∂V
)
E,Mi
−gi
T
≡
(
∂S
∂Mi
)
V,E,Mj 6=i
. (I.7)
Le the´ore`me d’Euler pour une fonction 1-homoge`ne permet d’exprimer l’entropie
en fonction des variables extensives et des de´rive´es partielles
TS = E + PV −
ne∑
i=1
giMi (I.8)
Il est possible de re´e´crire l’e´quation (I.6) pour exprimer E comme une fonction
de (V ,S,M1, · · · ,Mne) dont on obtient la diffe´rentielle en reformulant (I.6)
dE = TdS − PdV +
ne∑
i=1
gidMi . (I.9)
L’e´nergie interne est donc particulie`rement adapte´e a` la description de syste`mes
isochores et isentropiques. Cependant pour d’autres configurations il peut eˆtre ju-
dicieux d’utiliser d’autres formulations. L’expression de l’entropie (I.8) fait naturel-
lement apparaitre de nouvelles formes d’e´nergie. On peut ainsi de´finir l’enthalpie
H(P,S,M1, · · · ,Mne)
H = E + PV , (I.10)
dont la diffe´rentielle est
dH = TdS − VdP +
ne∑
i=1
gidMi. (I.11)
L’enthalpie est utilise´e dans le cadre de proble`mes isobares et isentropiques. On peut
aussi de´finir l’e´nergie libre F(V , T,M1, · · · ,Mne) pour des proble`mes isochores et
isothermes telle que
F = E − TS, (I.12)
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et dont la diffe´rentielle est
dF = −SdT − PdV +
ne∑
i=1
gidMi. (I.13)
Et enfin la dernie`re e´nergie adapte´e aux me´langes isobares et isothermes est l’en-
thalpie libre ou fonction de Gibbs G(P, T,M1, · · · ,Mne) de´finie par
G = E + PV − TS, (I.14)
et pour laquelle on trouve
dG = −SdT + VdP +
ne∑
i=1
gidMi. (I.15)
I.1.2 Entropie et e´nergie intensives
Les de´finitions de l’entropie, de l’e´nergie extensive et des masses sont judicieuses
dans le cadre des syste`mes macroscopiques homoge`nes puisque les combinaisons de
syste`mes se traduisent par de simples additions ou soustractions des fonctions exten-
sives. Dans le cas ou` l’on souhaite traiter de syste`mes complexes non homoge`nes ces
de´finitions ne sont plus adapte´es et on leur pre´fe´rera des de´finitions locales en termes
de variables intensives volumiques ou massiques. On peut comprendre cette trans-
formation comme la limite d’une division du syste`me global en sous-syste`mes dont
l’e´nergie, le volume et la masse sont faibles (δV , δE , δM1, · · · , δMne). On construit
les grandeurs massiques par une renormalisation des grandeurs extensives par la
masse , tandis que les grandeurs volumiques sont obtenues par une renormalisation
par le volume δV . Le passage des variables intensives aux variables extensives se
fait lui par une inte´gration spatiale. On de´finit ainsi le volume massique v, l’e´nergie
interne massique e et les fractions massiques d’espe`ces Yi dans le fluide par
v =
δV∑ne
k=1 δMk
, e =
δE∑ne
k=1 δMk
, Yi =
δMi∑ne
k=1 δMk
, 1 ≤ i ≤ ne . (I.16)
En utilisant la proprie´te´ de 1-homoge´ne´ite´ de l’entropie extensive, on peut de´finir
l’entropie massique par
s(v, e, Y1, · · · , Yne) = S(δV , δE , δM1, · · · , δMne)∑ne
k=1 δMk
=
S(V , E ,M1, · · · ,Mne)∑ne
k=1Mk
.
(I.17)
La formulation de la relation de Gibbs (I.6) peut se traduire en terme de va-
riables massiques ξ = (v, e, Y1, · · · , Yne) ou` l’on conside`re les Yk comme formellement
inde´pendants, la contrainte naturelle
∑
k Yk = 1 re´sultant alors des e´quations.
Tds = de+ Pdv −
ne∑
i=1
gkdYk. (I.18)
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On peut e´galement introduire l’enthalpie massique h , l’e´nergie libre massique f
et l’enthalpie libre massique g qui seront utilise´es par la suite
h = e+ Pv, (I.19)
f = e− Ts, (I.20)
g = e+ Pv − Ts. (I.21)
En combinant ces expressions et la relation de Gibbs (I.18) on peut de´duire leur
diffe´rentielle
de = Tds− Pdv +
ne∑
k=1
gkdYk, (I.22)
dh = Tds+ vdP +
ne∑
k=1
gkdYk, (I.23)
df = −sdT − Pdv +
ne∑
k=1
gkdYk, (I.24)
dg = −sdT + vdP +
ne∑
k=1
gkdYk. (I.25)
Dans le jeu de variables (P, T, Y1, · · · , Yne), l’entropie est 1-homoge`ne par rapport
aux fractions massiques des espe`ces Yi. On peut donc e´crire
s(P, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
(
∂s
∂Yk
)
T,P,Yj 6=k
=
ne∑
k=1
Yksk(P, T, Y1, · · · , Yne) , (I.26)
en introduisant les entropies massiques spe´cifiques si des espe`ces, si = (∂Yis)T,P,Yj 6=i
.
L’e´nergie libre, l’enthalpie, l’enthalpie libre et le volume massique posse`dent la
meˆme proprie´te´. On peut ainsi e´galement introduire l’e´nergie massique spe´cifique
ei = (∂Yie)T,P,Yj 6=i , l’e´nergie libre massique spe´cifique fi = (∂Yif)T,P,Yj 6=i , l’enthal-
pie massique spe´cifique hi = (∂Yih)T,P,Yj 6=i , l’enthalpie libre massique spe´cifique
gi = (∂Yig)T,P,Yj 6=i et le volume massique spe´cifique vi = (∂Yiv)T,P,Yj 6=i de la ie`me
espe`ce. On pourra noter que les enthalpies massiques libres spe´cifiques correspondent
par de´finition aux potentiels chimiques spe´cifiques introduits pre´ce´demment. Ces
nouvelles fonctions permettent d’identifier les contributions des diffe´rentes espe`ces
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dans le me´lange
e(P, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Ykek(P, T, Y1, · · · , Yne), (I.27)
f(P, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Ykfk(P, T, Y1, · · · , Yne), (I.28)
h(P, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Ykhk(P, T, Y1, · · · , Yne), (I.29)
g(P, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Ykgk(P, T, Y1, · · · , Yne), (I.30)
v(P, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Ykvk(P, T, Y1, · · · , Yne). (I.31)
I.1.3 Thermodynamique d’un me´lange de gaz parfaits
Dans le cadre d’un gaz, la densite´ de particules est en ge´ne´rale suffisamment faible
pour ne´gliger les phe´nome`nes d’interaction entre particules et supposer que chaque
particule se comporte comme si elle e´tait seule. Cette hypothe`se est seulement vraie
en dehors des instants de collision qui ont un effet d’homoge´ne´isation du fluide. Ces
proprie´te´s permettent de de´velopper les principes de la physique statistique pour
de´crire le comportement d’une population de particules. On peut ainsi de´duire la loi
d’e´tat du gaz parfait
PGP (v, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
Mk
RT
v
, (I.32)
ou` Mk est la masse molaire de l’espe`ce k et R la constante molaire des gaz parfaits.
Les proprie´te´s thermodynamiques associe´es a` la mode´lisation de gaz parfaits sont
note´es dans cette the`se par GP .
A l’aide de la 1-homoge´neite´ de l’entropie vis a` vis des fractions massiques on
peut e´crire que s =
∑
Yksk. On peut ensuite faire l’hypothe`se dans le cadre des
gaz parfaits que ces dernie`res peuvent eˆtre scinde´es entre un terme lie´ a` l’espe`ce
pure et un terme d’entropie de me´lange. L’entropie de me´lange peut eˆtre e´value´e
a` partir d’outils de de´nombrement [DRGL89] tandis que l’entropie spe´cifique de
l’espe`ce pure est obtenue par inte´gration de ses de´rive´es partielles depuis un e´tat de
re´fe´rence connu
s(P, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
[
sstk +
∫ P
P st
(
−∂vk
∂T
)
P,Yj
dP ′ +
∫ T
T st
cp,k
T ′
dT ′′
+
R
Mk
ln
(
Yk
Mk
1∑ne
i=1
Yi
Mi
)]
,
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dans laquelle ssti est l’entropie massique spe´cifique de re´fe´rence aux pression P
st
et tempe´rature T st standards, cp,i = T (∂si/∂T )P la chaleur spe´cifique a` pression
constante de l’espe`ce i. Dans le cas des gaz parfaits on peut simplifier cette expression
par
sGP (P, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
[
sstk +
∫ T
T st
cGPp,k (T
′)
T ′
dT ′ +
R
Mk
ln
(
Yk
Mk
1∑ne
i=1
Yi
Mi
P st
P
)]
.
(I.33)
On peut retrouver l’enthalpie massique des gaz parfaits par
hGP (P, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
[
hstk +
∫ T
T st
cGPp,k (T
′)dT ′
]
, (I.34)
ou` hsti est l’enthalpie de re´fe´rence aux pression P
st et tempe´rature T st standards.
Puis on peut en de´duire l’enthalpie libre massique, l’e´nergie interne massique et
l’e´nergie libre massique
gGP (P, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
[
hstk − Tsstk +
∫ T
T st
cGPp,k (T
′)
(
1− T
T ′
)
dT ′ (I.35)
−RT
Mk
ln
(
Yk
Mk
1∑ne
i=1
Yi
Mi
P st
P
)]
,
eGP (P, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
[
hstk +
∫ T
T st
cGPp,k (T
′)dT ′ − RT
Mk
]
, (I.36)
fGP (P, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
[
hstk − Tsstk +
∫ T
T st
cGPp,k (T
′)
(
1− T
T ′
)
dT ′ (I.37)
−RT
Mk
(
1 + ln
(
Yk
Mk
1∑ne
i=1
Yi
Mi
P st
P
))]
.
Dans le cas des gaz parfaits, il faut noter que la chaleur spe´cifique cGPp,i des espe`ces
ne de´pend ni de la pression ni des fractions massiques.
De fac¸on a` caracte´riser pleinement la thermodynamique des gaz parfaits, il est
donc ne´cessaire d’avoir en plus de la loi d’e´tat (I.32) les donne´es de l’entropie et
enthalpie de re´fe´rence pour les diffe´rentes espe`ces ainsi que leur chaleur spe´cifique
en fonction de la tempe´rature. Dans le cadre de mole´cules simples, il est possible
de pre´voir the´oriquement ces quantite´s. Dans le cas de mole´cules complexes il est
courant de s’appuyer sur des donne´es de calculs ab-initio. On peut en particulier
repre´senter les chaleurs spe´cifiques des espe`ces par un polynoˆme de de´gre´ m qui
facile l’inte´gration pour obtenir l’entropie et l’enthalpie
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cGPp,i (T ) =
m∑
j=0
ai,jT
j , 1 ≤ i ≤ ne (I.38)
sGP (P, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
[
sstk + ai,0 ln(
T
T st
) +
m∑
j=1
1
j
ak,j(T
j − T stj)
]
, (I.39)
hGP (P, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
[
hstk +
m∑
j=0
1
j + 1
ak,j(T
j+1 − T stj+1)
]
. (I.40)
Les coefficients ai,j peuvent eˆtre trouve´s dans des bases de donne´es, par exemple la
base CHEMKIN, et sont valables pour des plages de tempe´ratures donne´es. On trou-
vera dans le tableau I.1 les coefficients de ces polynoˆmes pour les espe`ces utilise´es
dans cette the`se ainsi que l’entropie et enthalpie standard au format CHEMKIN qui
donne les coefficients du polynoˆme correspondant a` la chaleur massique spe´cifique a`
pression constante puis l’enthalpie et l’entropie standards pour chaque espe`ce.
On peut aussi faire le meˆme raisonnement en prenant le jeu de variables avec
le volume massique (v, T, Y1, · · · , Yne) et en introduisant les chaleurs spe´cifiques a`
volume constant des diffe´rentes espe`ces cv,i = T (∂si/∂T )v ainsi que les e´nergies
standards esti . Dans le cas des gaz parfaits la chaleur spe´cifique a` volume constant
peut s’exprimer simplement a` partir de la chaleur spe´cifique a` pression constante
pour chaque espe`ce
cGPv,i = c
GP
p,i −
R
Mi
, 1 ≤ i ≤ ne (I.41)
ce qui permet de passer simplement d’une formulation a` une autre. On trouve ainsi
les expressions
sGP (v, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
(
sstk +
∫ T
T st
cGPv,k (T
′)
T ′
dT ′ +
R
Mk
ln
(MkvP st
T stRYk
))
, (I.42)
eGP (v, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
[
estk +
∫ T
T st
cGPv,k (T
′)dT ′
]
, (I.43)
fGP (v, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
[
estk − Tsstk +
∫ T
T st
cGPv,k (T
′)
(
1− T
T ′
)
dT ′ (I.44)
+
RT
Mk
ln(
YkRT
st
MkvP st
)
]
,
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hGP (v, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
[
estk +
∫ T
T st
cGPv,k (T
′)dT ′ +
RT
Mk
]
, (I.45)
gGP (v, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
[
estk − Tsstk +
∫ T
T st
cGPv,k (T
′)
(
1− T
T ′
)
dT ′ (I.46)
+
RT
Mk
(
1 + ln(
YkRT
st
MkvP st
)
)]
.
Table I.1 – Donne´es CHEMKIN des espe`ces utilise´es dans cette the`se avec l’utili-
sation de deux polynoˆmes pour deux plages de tempe´ratures.
H2 250000H 2 0 0 0G 70.000 6000.000 1000.00 0 1
0.29441277E+01 0.82225806E-03-0.14636928E-06 0.15578578E-10-0.70646097E-15 2
-0.82893226E+03-0.11100212E+01 0.19994282E+01 0.98966637E-02-0.22426242E-04 3
0.21130906E-07-0.69658669E-11-0.88061095E+03 0.21841106E+01 4
O2 250000O 2 0 0 0G 70.000 6000.000 1000.00 0 1
0.37304701E+01 0.55676126E-03-0.94507372E-07 0.11696601E-10-0.70464201E-15 2
-0.12465482E+04 0.30166109E+01 0.35446794E+01-0.90498089E-03 0.37803802E-05 3
-0.26096891E-08 0.39332641E-12-0.10449753E+04 0.45995937E+01 4
H 250000H 1 0 0 0G 70.000 6000.000 1000.00 0 1
0.24999784E+01 0.00000000E+00 0.00000000E+00 0.00000000E+00 0.00000000E+00 2
0.25474115E+05-0.44643336E+00 0.24999784E+01 0.00000000E+00 0.00000000E+00 3
0.00000000E+00 0.00000000E+00 0.25474115E+05-0.44643336E+00 4
O 250000O 1 0 0 0G 70.000 6000.000 1000.00 0 1
0.25474489E+01-0.33369765E-04-0.11698877E-08 0.43545178E-11-0.43813432E-15 2
0.29224462E+05 0.49006374E+01 0.30045311E+01-0.18818489E-02 0.27675685E-05 3
-0.18160135E-08 0.44258842E-12 0.29135193E+05 0.27033684E+01 4
OH 250000H 1O 1 0 0G 70.000 6000.000 1000.00 0 1
0.27725977E+01 0.11988238E-02-0.33621038E-06 0.50050490E-10-0.29545575E-14 2
0.37264159E+04 0.62267602E+01 0.42533484E+01-0.43709409E-02 0.96246871E-05 3
-0.90854532E-08 0.32606656E-11 0.33414002E+04-0.11833244E+01 4
HO2 250000H 1O 2 0 0G 70.000 6000.000 1000.00 0 1
0.41350853E+01 0.19250042E-02-0.36513676E-06 0.22910701E-10-0.48943332E-16 2
0.21815917E+02 0.31838390E+01 0.40915895E+01-0.24207900E-02 0.13374665E-04 3
-0.14245327E-07 0.49176771E-11 0.24178911E+03 0.44868381E+01 4
H2O 250000H 2O 1 0 0G 70.000 6000.000 1000.00 0 1
0.26326830E+01 0.30536520E-02-0.81798853E-06 0.10378148E-09-0.49348406E-14 2
-0.29872878E+05 0.71228447E+01 0.37811632E+01 0.11185559E-02-0.12445915E-05 3
0.21683550E-08-0.85628949E-12-0.30257482E+05 0.86246992E+00 4
H2O2 250000H 2O 2 0 0G 70.000 6000.000 1000.00 0 1
0.46732856E+01 0.39017144E-02-0.12242198E-05 0.18369372E-09-0.10424011E-13 2
-0.18045197E+05 0.11019713E+00 0.33648541E+01 0.72209710E-02-0.50994689E-05 3
0.32101480E-08-0.11724543E-11-0.17628851E+05 0.70485790E+01 4
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I.1.4 E´quation d’e´tat cubique
Pour les liquides et certains e´tats gazeux denses, il n’est plus possible de ne´gliger
les effets intermole´culaires. On voit ainsi apparaitre deux types d’interactions avec
une premie`re de longue porte´e lie´e aux forces attractives entre mole´cules et une
seconde de courte porte´e mate´rialisant le fait que, les mole´cules ayant un certain
encombrement, la pre´sence d’une particule diminue le volume accessible pour les
autres. Des mode`les pre´cis ont e´te´ pre´sente´s pour de´crire cette physique comme par
exemple celui de Benedict, Webb et Rubin [BWR42]. Cependant ce mode`le est peu
utilise´ dans les codes de calcul de me´canique des fluides. En effet, les simulations
nume´riques ont besoin de faire de nombreux aller retour entre le jeu de variables
conservatives (v, e, Y1, · · · , Yne) dans lequel s’exprime naturellement les e´quations de
transport et le jeu de variables naturelles (P, T, Y1, · · · , Yne) qui permet l’e´valuation
des coefficients de transport. Le couˆt de ces ope´rations est directement lie´ a` la com-
plexite´ du mode`le, et un arbitrage entre pre´cision et couˆts de calcul conduit donc a`
utiliser des mode`les plus simples avec des e´quations d’e´tat cubiques. Ces mode`les ont
e´te´ introduits par Van der Waals [vdW73], puis ame´liore´s successivement par Red-
lich et Kwong [RK49], Soave [Soa72] et en paralle`le par Peng et Robinson [PR76]. Ils
sont capables de tenir compte des forces attractives et re´pulsives de la matie`re avec
un nombre limite´ de parame`tres. Ces mode`les permettent de de´river de manie`re ana-
lytique les diffe´rentes grandeurs thermodynamiques. La densite´ est ainsi retrouve´e
par la re´solution d’un polynoˆme de degre´ trois lorsque la pression est donne´e, d’ou`
leur nom d’e´quation d’e´tat cubique.
E´quation cubique d’un corps pur
On peut e´crire une loi d’e´tat de pression cubique d’un corps pur sous la forme
PCub(v, T ) =
RT
M(v − b) −
a (T )
v2 + ubv + wb2
(I.47)
ou` T est la tempe´rature, R est la constante des gaz parfaits, M la masse molaire
du corps pur, a la pression de cohe´sion, b le covolume et les parame`tres u et w
permettent de moduler la forme du potentiel attractif entre mole´cules.
L’interaction de longue porte´e est prise en compte via la pression de cohe´sion
qui traduit la modulation de pression induite par les forces attractives et doivent
ve´rifier les proprie´te´s [Mat11] :
a(v, T ) ≥ 0 et ∂a
∂T
(v, T ) ≤ 0. (I.48)
L’interaction de courte porte´e est mode´lise´e par le covolume qui peut eˆtre assimile´
au volume qu’occuperait un kilogramme de mole´cules du gaz. Il est naturel de le
supposer inde´pendant de la tempe´rature et toujours positif [Mat11].
b ≥ 0 . (I.49)
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Figure I.3 – Exemples de fonctions v 7→ P (v, T ) obtenues avec une e´quation
cubique pour des tempe´ratures T < Tc, T = Tc et T > Tc.
La figure I.3 repre´sente les pressions obtenues en fonction de v pour trois tempe´-
ratures diffe´rentes. En particulier il existe une tempe´rature critique qu’on notera Tc
telle que pour des tempe´ratures supe´rieures a` Tc la courbe v 7→ P (v, T ) soit stricte-
ment de´croissante et pour des tempe´ratures infe´rieures il existe une zone croissante.
Le point critique (vc, Tc), repre´sente´ par un carre´ sur la figure I.3, est l’unique
solution du syste`me 
(
∂PCub
∂v
)
T
= 0 ,(
∂2PCub
∂v2
)
T
= 0 .
(I.50)
On peut calibrer la pression de cohe´sion massique et le covolume massique de
sorte a` imposer exactement la tempe´rature Tc,i et la pression critique Pc,i des espe`ces
pures, on a alors
a(Tc) = Ka(u,w)
R2T 2c
M2Pc
, (I.51)
b = Kb(u,w)
RTc
MPc
, (I.52)
ou` Ka et Kb sont deux constantes qui de´pendent uniquement du choix de u et
w dans l’e´quation d’e´tat cubique. La de´pendance en tempe´rature du coefficient
de pression de cohe´sion massique est de´termine´e de manie`re empirique en s’ap-
puyant sur des bases de donne´es expe´rimentales des hydrocarbures les plus courants
[RK49, Wil64, Soa72].
Pour certaines espe`ces chimiquement instables, la pression critique et la tempe´ra-
ture critique n’existent pas. En effet, aux basses tempe´ratures, les mole´cules se
recombinent et disparaissent. Pour obtenir les pressions de cohe´sion et les covo-
lumes de ces espe`ces il faut donc trouver un autre crite`re de calibration. On peut
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ainsi relier les grandeurs macroscopiques de volume massique, tempe´rature et pres-
sion critiques aux phe´nome`nes macroscopiques d’interactions inter-mole´culaires. Des
corre´lations ont ainsi e´te´ mises en e´vidence entre les grandeurs critiques et le poten-
tiel de Lennard-Jones intermole´culaire V qui s’e´crit
V(r) = 4
((σ
r
)12 − (σ
r
)6)
, (I.53)
caracte´rise´ par le diame`tre de collision σ, la profondeur  de son puits de potentiel
et r la distance entres les mole´cules. Le diame`tre de collison est relie´ au diame`tre
mole´culaire de l’espe`ce. On trouve dans les travaux de Can˜as [CMGAOA05] des
relations pour le volume massique critique
vc = (3, 29± 0, 07)NAσ
3
M
, (I.54)
avec NA la constante d’Avogadro, et pour la tempe´rature critique
Tc = (1, 316± 0, 006) 
kB
. (I.55)
En combinant ces re´sultats aux expressions des pressions de cohe´sion (I.51) et des
covolumes (I.52), on peut donner une e´valuation des pressions de cohe´sion et des
covolumes en fonction du diame`tre de collision σ et de la profondeur du puits de
potentiel de Lennard-Jones 
a(Tc) = (4, 33± 0, 09)NAσ
3R
θ˜c,b

kB
(θ˜2c,b + uθ˜c,b + w)
2
(θ˜c,b − 1)2(2θ˜c,b + u)
, (I.56)
b = (3, 29± 0, 07)NAσ
3
θ˜c,b
, (I.57)
ou` θ˜c,b(u,w) est le volume molaire critique adimensionne´ qui est une constante ne
de´pendant que du choix des u et w dans l’e´quation cubique.
E´quation cubique d’un me´lange
Pour un me´lange de corps pur, l’e´quation d’e´tat cubique peut s’e´crire sous la
forme
PCub(v, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
Mk
RT
v − b −
a (T )
v2 + ubv + wb2
(I.58)
ou` T est la tempe´rature, R est la constante des gaz parfaits, Yi la fraction massique
de l’espe`ce i, Mi la masse molaire de l’espe`ce i, a la pression de cohe´sion du me´lange,
b le covolume du me´lange et les parame`tres u et w permettent de moduler la forme
du potentiel attractif entre mole´cules comme pour les espe`ces pures.
On a vu pre´ce´demment qu’une des caracte´ristiques de la loi d’e´tat des gaz par-
fait e´tait que les diffe´rentes espe`ces se comportaient inde´pendamment du reste du
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me´lange. Dans le cas d’une loi d’e´tat cubique ce n’est plus le cas car les parame`tres
a et b tiennent compte de cette de´pendance vis a` vis de la composition du me´lange.
Ils sont ge´ne´ralement exprime´s comme des moyennes ponde´re´es des coefficients des
espe`ces pures en suivant une loi de me´lange de van der Waals
a(T ) =
ne∑
i=1
ne∑
j=1
YiYjaij(T ) , (I.59)
b =
ne∑
i=1
Yibi , (I.60)
avec les pressions de cohe´sion binaires de´finies suivant
aij(T ) =
√
aii(T )ajj(T ) (I.61)
ou` aii(T ) et bi repre´sentent les parame`tres des espe`ces pures.
Les conditions (I.48) et (I.49) se ge´ne´ralisent directement aux me´langes
a(v, T, Y1, · · · , Yne) ≥ 0 et ∂a
∂T
(v, T, Y1, · · · , Yne) ≤ 0 , (I.62)
b(Y1, · · · , Y en ) ≥ 0 .
Les parame`tres u et w sont en fait soumis a` quelques restrictions [Mat11] qui
conduisent a` ne conside´rer que les couples de parame`tres (u,w) tels que :{
u+ 2 ≥ 0,
u+ w + 1 > 0.
Parmi les principales variantes des mode`les d’e´quations cubiques introduits par
van der Waals [vdW73] on trouve celle de Soave-Redlich-Kwong [RK49, Soa72]
P SRK(v, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
Mk
RT
v − b −
a(T )
v(v + b)
. (I.63)
qui correspond donc a` une loi cubique ou` les parame`tres de forme sont donne´s par{
u = 1 ,
w = 0 ,
(I.64)
et celles de Peng et Robinson [PR76]
P PG((v, T, Y1, · · · , Yne)) =
ne∑
k=1
Yk
Mk
RT
v − b −
a(T )
v2 + 2bv − b2 , (I.65)
qui correspond donc a` une loi cubique ou` les parame`tres de forme sont donne´s par{
u = 2 ,
w = −1 . (I.66)
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Les comparaisons de ces deux familles montrent que les mode`les de Peng et Robin-
son sont plus pre´cis pour les tempe´ratures voisines de la tempe´rature de pseudo-
e´vaporation mais ont tendance a` s’e´loigner des valeurs expe´rimentales aux basses
tempe´ratures. Ils sont donc particulie`rement utilise´s dans les syste`me ou` l’injection
des re´actifs a lieu au voisinage de ces tempe´ratures. Lorsque l’injection s’effectue a`
des tempe´ratures plus faibles on leur pre´fe´rera les mode`les de Soave-Redlich-Kwong
qui reproduisent un peu moins fide`lement les non-line´arite´s dans la zone transcri-
tique mais permettent de retrouver des densite´s plus fiables aux basses tempe´ratures
et donc d’observer les bonnes vitesses d’injection. Dans cette the`se les points de fonc-
tionnement vise´s relevant principalement de la seconde cate´gorie on a opte´ pour une
e´quation d’e´tat cubique de Soave-Redlich-Kwong.
I.1.5 Loi cubique de Soave-Redlich-Kwong
La loi d’e´tat cubique de Soave-Redlich-Kwong (SRK)
P SRK(v, T, Y1, · · · , Yne) =
ne∑
k=1
Yk
Mk
RT
v − b −
a(T )
v(v + b)
. (I.67)
conduit a` des valeurs nume´riques des diffe´rentes constantes utilise´es de
θ˜SRKc,b ' 3, 8473221,
KSRKa ' 0, 42748,
KSRKb ' 0, 08664.
(I.68)
Les covolumes et les pressions de cohe´sion des corps purs suivant une loi SRK sont
donc obtenus en inse´rant ces constantes dans les expressions (I.56) et (I.57) de sorte
que
a(Tc) = (5, 55± 0, 12)NAσ3R 
kB
, (I.69)
b = (0, 855± 0, 0018)NAσ3 , (I.70)
Le covolume et la pression de cohe´sion d’un me´lange sont ensuite obtenus a` partir des
grandeurs des corps purs en employant les lois (I.59), (I.60) et (I.61). Pour les espe`ces
stables chimiquement on utilise des grandeurs des potentiels de Lennard-Jones qui
permettent de retrouver exactement les pressions critiques et les tempe´ratures cri-
tiques.
La de´pendance initiale en tempe´rature propose´e pour les espe`ces pures par Red-
lich et Kwong [RK49] e´tait de la forme
aii(T ) = aii(Tc,i)
√
Tc,i
T
(I.71)
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Table I.2 – Donne´es thermodynamiques utilise´es pour les diffe´rentes espe`ces.
Espe`ces ii
kB
(K) σi (A˚) Tc (K) Pc (bar) fa,i
H2 25,186 3,294 33,145 12,964 -0,219
H2O 491,71 3,458 647,096 220,64 0,3443
O2 117,46 3,4996 154,581 50,430 0,0222
H 145,0 2,05 - - 0,000
H2O2 107,4 3,458 - - 0,000
HO2 107,4 3,458 - - 0,000
O 80,0 2,75 - - 0,000
OH 80,0 2,75 - - 0,000
Soave a affine´ cette loi en proposant d’utiliser la forme
aii(T ) = aii(Tc,i)
(
1 + Si
(
1−
√
T/Tc,i
))2
(I.72)
ou` Si > 0 est choisi de manie`re a` retrouver la valeur de la pression de saturation
de l’espe`ce pure pour
√
T/Tc,i = 0, 7. Ce crite`re est lie´ au facteur acentrique fa,i en
suivant la loi
Si = 0, 480 + 1, 574fa,i − 0, 175f 2a,i. (I.73)
On peut ve´rifier que la de´rive´e par rapport a` la tempe´rature de la pression de
cohe´sion massique est bien ne´gative pour des tempe´ratures infe´rieures a`
(
1+Si
Si
)2
Tc,i.(∂aii
∂T
)
= − Si
Tc,i
(
(1 + Si)
√
Tc,i/T − Si
)
≤ 0 , (I.74)
et en anticipant sur le crite`re de stabilite´ thermodynamique que la de´rive´e seconde
est elle positive (∂2aii
∂T 2
)
=
Si
TTc,i
1 + Si
2
√
Tc,i
T
≥ 0 . (I.75)
Pour avoir une solution valide aux tempe´ratures supe´rieures a`
(
1+Si
Si
)2
Tc,i, une
solution consiste a` prendre une valeur nulle de aii(T ) pour ces tempe´ratures
aii(T ) = aii(Tc,i)
(
1 + Si
(
1−√T/Tc,i))2 , si T ≤ (1+SiSi )2 Tc,i
aii(T ) = 0, si T >
(
1+Si
Si
)2
Tc,i
(I.76)
Cette formulation introduit des sauts des de´rive´es par rapport a` la tempe´rature qui
introduisent des instabilite´s nume´riques [GMD11]. Dans le cadre de cette the`se la
me´thode choisie permet une transition lisse C2 entre les deux plages de tempe´ratures.
aii(T ) = aii(Tc,i)
(
1 + Si
(
1−√T/Tc,i))2 , si T ≤ Tc,i
aii(T ) = aii(Tc,i)
(
1 + tanh
(
Si
(
1−√T/Tc,i)))2 , si T > Tc,i (I.77)
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I.1.6 Thermodynamique associe´e a` une loi cubique
Il est possible de construire une thermodynamique associe´e a` une loi d’e´tat cu-
bique a` partir de la thermodynamique des gaz parfaits et de la loi d’e´tat de pression.
Le jeu de variables le plus simple pour effectuer cette construction de la thermo-
dynamique de gaz re´els est (v, T, Y1, · · · , Yne) dans lequel s’exprime imme´diatement
la loi d’e´tat cubique. L’e´nergie thermodynamique naturellement associe´e a` ce jeu de
variable est l’e´nergie libre dont la de´rive´e partielle par rapport au volume massique
est e´gale a` la pression : (
∂f
∂v
)
T,Yi
= −P (v, T, Y1, · · · , Yne) . (I.78)
On suppose de plus que la thermodynamique des gaz parfaits devient exacte
dans la limite des grands volumes massiques et que par conse´quent toute grandeur
thermodynamique doit asymptotiquement eˆtre e´gale a` celle des gaz parfaits quand
le volume massique tend vers l’infini.
f(+∞, T, Y1, · · · , Yne) = fGP (+∞, T, Y1, · · · , Yne) . (I.79)
La connaissance de la thermodynamique dans la limite des grands volumes massiques
et l’inte´gration de l’e´quation (I.78) permet de retrouver l’expression de l’e´nergie
libre massique sur l’ensemble de domaine de de´finition ΩCub. Pour re´aliser cette
inte´gration on scinde le terme de pression entre une pression gaz parfait et un e´cart
a` la pression de gaz parfait. L’inte´gration de la pression des gaz parfaits permet de
retrouver l’e´nergie libre massique de gaz parfait associe´e, la difficulte´ re´side alors
dans l’inte´gration de l’e´cart de pression
f(v, T, Y1, · · · , Yne) =f(+∞, T, Y1, · · · , Yne) +
∫ +∞
v
(
∂f
∂v
)
T,Yi
dv
=fGP (+∞, T, Y1, · · · , Yne) +
∫ +∞
v
(
∂fGP
∂v
)
T,Yi
dv
+
∫ +∞
v
(
P (v, T, Y1, · · · , Yne)− PGP (v, T, Y1, · · · , Yne)
)
dv
=fGP (v, T, Y1, · · · , Yne)
+
∫ +∞
v
[
P (v, T, Y1, · · · , Yne)− PGP (v, T, Y1, · · · , Yne)
]
dv .
Apre`s inte´gration de l’e´cart des pressions et en utilisant l’e´nergie libre massique
des gaz parfaits de´finie par son expression (I.44) on peut exprimer l’e´nergie libre par
f(v, T, Y1, · · · , Yne) = fGP (v, T, Y1, · · · , Yne)+
ne∑
k=1
Yk
Mk
RT ln
(
v
v − b
)
+
a
b
I(v, b, u, w) ,
(I.80)
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ou` I de´signe l’inte´grale suivante
I(v, b, u, w) =
∫ +∞
v
b
−1
z2 + uz + w
dz . (I.81)
On peut ensuite de´duire graˆce aux relations de Gibbs l’expression de l’entropie
massique et de l’e´nergie massique des gaz suivant une loi de pression cubique.
s = sGP −
ne∑
k=1
Yk
Mk
R ln
(
v
v − b
)
− 1
b
∂a
∂T
(T )I(v, b, u, w) , (I.82)
e = eGP +
1
b
(
a(T )− T( ∂a
∂T
)
(T )
)
I(v, b, u, w) . (I.83)
Pour un fluide suivant une loi d’e´tat cubique de Soave-Redlich-Kwong, l’inte´grale
de de´viation est donne´e par
I(v, b, u, 0) = −1
u
ln
(
1 +
ub
v
)
. (I.84)
I.2 Stabilite´ et e´quilibre de re´acteurs homoge`nes
De nombreuses campagnes expe´rimentales ont e´te´ mene´es pour construire les
diagrammes de stabilite´ des corps purs. Elles consistent a` de´terminer, pour un jeu
de parame`tres macroscopiques donne´, l’e´tat dans lequel la matie`re est la plus stable.
Cela a conduit les diffe´rentes e´quipes de scientifiques a` s’inte´resser aux frontie`res
entre ces domaines et donc aux e´quilibres entre phases. On connait ainsi la plupart
des courbes de saturation et les points critiques pour les espe`ces intervenant dans
la combustion.
Les me´langes multiespe`ces posse`dent de nouveaux degre´s de liberte´ compare´s aux
corps purs. Cette nouvelle complexite´ augmente la varie´te´ des configurations pos-
sibles de stabilite´ et d’e´quilibre des me´langes. Dans cette the`se, on s’inte´resse tout
particulie`rement aux comportements des me´langes aux pressions supercritiques ce
qui complique l’e´tude expe´rimentale. On peut en effet observer des instabilite´s dans
des me´langes a` des pressions beaucoup plus e´leve´es que les pressions critiques des
diffe´rents constituants. Dans le cadre de la combustion, les principales instabilite´s
peuvent arriver quand les fluides sont froids. En particulier lors de la phase d’al-
lumage lorsque le combustible et le comburant froids rentrent en contact. Pour de
tels me´langes, la se´curite´ devient une limitation a` l’expe´rience puisqu’on conside`re
des me´langes pouvant s’enflammer et meˆme de´tonner. Il existe de nombreux jeux
de donne´es expe´rimentales, par exemple sur des me´langes N2 − H2 [Eub57, SC78]
ou des me´langes entre l’eau et une autre espe`ce [JF85], mais ils ne permettent pas
d’explorer tous les degre´s de liberte´ des me´langes. Il est cependant possible d’uti-
liser les thermodynamiques adapte´es aux gaz denses pour comple´ter ces e´tudes en
explorant les re´gions inaccessibles a` l’expe´rience [RPP87].
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On cherche dans cette section a` de´crire pre´cise´ment le comportement d’un me´lan-
ge binaire oxyge`ne-eau avec une loi d’e´tat cubique de type Soave-Redlich-Kwong.
Cette information sera ne´cessaire dans notre e´tude des flammes de diffusion hy-
droge`ne/ oxyge`ne ou` l’eau cre´e´e dans la flamme diffuse vers l’oxyge`ne froid. Pour
cela nous allons commencer par de´terminer les crite`res de stabilite´ et d’e´quilibre
des me´langes. Ensuite, ces crite`res seront utilise´s pour de´crire le comportement de
l’oxyge`ne pur avant d’e´tudier le me´lange oxyge`ne-eau.
I.2.1 Stabilite´ thermodynamique d’un re´acteur homoge`ne
Le second principe de la thermodynamique introduit une notion d’irre´versibilite´,
un syste`me e´voluant toujours dans la direction qui augmentera son entropie globale.
Cela conduit a` la de´finition de la stabilite´ d’un syste`me ferme´. En effet un syste`me ne
sera stable que s’il maximise son entropie en conservant son e´nergie et les diffe´rents
atomes qui le composent.
Un crite`re de stabilite´ locale doit garantir que l’entropie est concave sur un voi-
sinage du point e´tudie´. Cela assure une stabilite´ face aux perturbations de faible
amplitude. Giovangigli et Matuszewski [GM12b] ont explicite´ ce crite`re de stabi-
lite´ thermodynamique local pour plusieurs jeux de variables macroscopiques. Dans
le jeu de variables naturellement associe´ a` l’entropie d’un me´lange isochore ξ =
(v, e, Y1, · · · , Yne), dont on notera les de´rive´es partielles ∂, le crite`re de stabilite´ lo-
cale se traduit par le caracte`re semi-de´fini ne´gatif de la hessienne de l’entropie dont
le noyau est re´duit a` la droite Rξ pour ve´rifier le crite`re de 1-homoge´ne´ite´ :
∂2ξξs(v, e, Y1, · · · , Yne) ≤ 0 , N(∂2ξξs) = Rξ. (I.85)
Dans le jeu de variables ξ˜ = (v, T, Y1, · · · , Yne), dont on notera les de´rive´es partielles
∂˜, le crite`re (I.85) est e´quivalent a` :
∂˜T e > 0 et Λ est de´finie positive, (I.86)
ou` Λ est de´finie par Λkl = ∂˜Ykgl/RT = ∂˜Ylgk/RT . La matrice Λ ve´rifie les proprie´te´s
suivantes
ΛY = − v
RT
(∂˜vg1, ..., ∂˜vgn)
t, (I.87)
〈ΛY, Y 〉 = − v
2
RT
∂˜vP , (I.88)
ou` Y = (Y1, · · · , Yne)t de´signe le vecteur des fractions massiques. L’e´quation (I.88)
introduit implicitement le crite`re ∂˜vP < 0. Ce dernier est automatiquement ve´rifie´
si Λ est de´finie positive. Et inversement s’il n’est pas ve´rifie´ Λ ne peut pas eˆtre
de´finie positive. On qualifiera ce crite`re de stabilite´ me´canique et on notera qu’il
n’est pas ne´cessairement lie´ au changement de signe d’une des valeurs propres pour
les me´langes. Dans le cas d’un corps pur la matrice Λ est re´duite a` −v2∂˜vP/RT . La
stabilite´ chimique est alors e´quivalente a` la stabilite´ me´canique.
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Quand le crite`re de stabilite´ me´canique est ve´rifie´, il est possible d’effectuer un
changement de variables vers ξ¯ = (P, T, Y1, · · · , Yne), adapte´ a` l’e´tude de syste`mes
isothermes et isobares, pour lequel on notera ∂¯ les de´rive´es partielles, le crite`re (I.86)
peut se re´e´crire
∂˜T e > 0 , ∂˜vP < 0 et Λ¯ est semi-de´finie positive de noyau RY, (I.89)
ou` Λ¯ est de´finie par Λ¯kl = ∂¯Ykgl/RT = ∂¯Ylgk/RT et peut e´galement s’exprimer a`
partir de Λ selon la formule :
Λ¯ = Λ− ΛY ⊗ΛY〈ΛY, Y 〉 . (I.90)
On notera que le premier crite`re de stabilite´ ∂˜T e > 0 n’est autre que la positivite´
de la capacite´ thermique massique isochore, en de´rivant l’e´quation (I.83) se crite`re
peut s’e´crire
ne∑
k=1
cGPv,k (T )−
T
b
( ∂2a
∂T 2
)
(T )I(v, b, u, w) > 0 . (I.91)
Pour les gaz denses suivants une loi d’e´tat cubique de type SRK on a ve´rifie´ que
la de´rive´e seconde de la pression de cohe´sion e´tait toujours positive (I.83). Comme
l’inte´grale I(v, b, u, w) est toujours ne´gative pour v > b et les chaleurs spe´cifique des
gaz parfaits sont toujours positives, la stabilite´ suivant cette direction est toujours
assure´e.
Le me´lange est donc stable localement si la matrice Λ est de´finie positive. Par
continuite´ des valeurs propres Λ perd cette proprie´te´ si l’une de ses valeurs propres
s’annule et change de signe. La me´thode utilise´e par la suite pour de´finir les limites
de stabilite´ consiste donc a` parcourir l’hypersurface ou` le de´terminant s’annule graˆce
a` un algorithme de continuation.
Lorsque le fluide rencontre une instabilite´ thermodynamique on peut montrer
que cela conduit a` une se´paration de phases dans le syste`me pour maximiser l’en-
tropie globale. Pour mieux illustrer cette situation on peut revenir a` deux re´acteurs
homoge`nes de´crits par leur jeu de variable extensif (V , E ,M1, · · · ,Mne) capables
d’e´change de l’e´nergie du volume et de la masse. Si l’on part d’une situation ou` les
deux re´acteurs sont initialement dans le meˆme e´tat thermodynamique mais instable.
Il existe sur un voisinage de (V , E ,M1, · · · ,Mne) une direction suivant un vecteur
(δV , δE, δM1, · · · , δMne) telle que la proprie´te´ de concavite´ ne soit plus ve´rifie´e et
donc :
2S(V , E ,M1, · · · ,Mne) < S(V + δV , E + δE ,M1 + δM1, · · · ,Mne + δMne)
+ S(V − δV , E − δE ,M1 − δM1, · · · ,Mne − δMne) .
(I.92)
ce qui signifie qu’une perturbation suivant le vecteur (δV , δE, δM1, · · · , δMne) sera
inte´ressante pour le syste`me global compose´ des deux re´acteurs homoge`nes selon le
second principe de la thermodynamique qui va donc e´voluer vers une situation non
homoge`ne et donc une se´paration de phases.
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L’e´tude de concavite´ de l’entropie a` partir de sa hessienne ne donne que des
informations sur la stabilite´ du me´lange sur un voisinage du point e´tudie´. Ce crite`re
est donc diffe´rent d’un crite`re de concavite´ globale :
∀(α, ξ1, ξ2) ∈ ([0, 1]× ΩCub × ΩCub|ξ = αξ1 + (1− α)ξ2) ,
s(ξ) ≥ αs(ξ1) + (1− α)s(ξ2). (I.93)
La proprie´te´ de stabilite´ globale comme son nom l’indique ne peut pas eˆtre e´value´e
seulement a` partir de l’e´tat (V , E ,M1, · · · ,Mne) et requiert de parcourir entie`rement
le domaine ΩCub×ΩCub. La limite de stabilite´ globale marque les e´tats ou` l’entropie
se se´pare de son enveloppe concave.
La notion de stabilite´ globale induit ne´cessairement la stabilite´ locale et la
re´ciproque n’est pas vraie. Lorsque le me´lange est stable localement, mais instable
globalement, on parlera de me´tastabilite´. Physiquement cette situation est ren-
contre´e dans le cas de l’eau en surfusion ou` de l’eau peut descendre sous sa tempe´rature
de solidification sans geler mais sous l’effet d’une perturbation peut devenir glace
presque instantane´ment.
De manie`re a` illustrer les diffe´rences entre stabilite´ globale et me´tastabilite´, la
figure I.4 repre´sente de fac¸on simplifie´e l’entropie de´pendant d’une seule variable ζ
dans le cas ou elle est non concave. En vert sont repre´sente´es les deux branches ou` le
syste`me est globalement stable. En bleu les zones ou` le syste`me est juste me´tastable
et peut se dissocier sous l’effet d’une forte perturbation. Enfin les zones instables
sont repre´sente´es en rouge, dans lequel un syste`me ne peut rester que de fac¸on
transitoire.
ζ
en
tr
op
ie
Figure I.4 – Exemple d’entropie : ( ) zone instable, ( ) zone me´tastable,( )
zone globalement stable, et ( ) enveloppe concave. • exemple de me´lange instable,
H me´lange e´quivalent apre`s se´paration en deux phases a` l’e´quilibre H.
I.2.2 E´quilibres entre re´acteurs homoge`nes
Il existe des situations ou` des re´acteurs homoge`nes pouvant e´changer de l’e´nergie
de la masse ou du volume peuvent cohabiter en ayant des e´tats thermodynamiques
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diffe´rents. Il faut donc s’interroger sur les conditions d’e´quilibres entre re´acteurs.
Dans un soucis de simplicite´ pour l’expose´ on ne s’inte´ressera qu’au cas de deux
re´acteurs en e´quilibre dont on notera les e´tats par les exposants 1 ou 2. La me´thode
pourra se ge´ne´raliser a` un ensemble de re´acteurs homoge`nes.
On conside`re donc deux re´acteurs homoge`nes dans des e´tats (V1, E1,M11, · · · ,M1ne)
et (V2, E2,M21, · · · ,M2ne) L’entropie totale des deux syste`mes est obtenues en faisant
une simple somme des entropies extensives respectives :
Stot = S1(V1, E1,M11, · · · ,M1ne) + S2(V2, E2,M21, · · · ,M2ne) (I.94)
La variation d’entropie totale est e´galement donne´e par la somme des variations
de chaque phase. A partir de la de´finition (I.6) qui donne la de´rive´e totale de l’entro-
pie de chaque phases en fonction de ses de´rive´es partielles par rapport aux variables
extensives, on peut e´crire la de´rive´e totale de l’entropie :
dStot = dS1 + dS2
=
1
T 1
dE1 + P
1
T 1
dV1 +
ne∑
i=1
g1i
T 1
dM1i +
1
T 2
dE2 + P
2
T 2
dV2 +
ne∑
i=1
g2i
T 2
dM2i
L’ensemble e´tant isole´ on a conservation de l’e´nergie dE1 + dE2 = 0, du volume
dV1 + dV2 = 0 et de la masse des espe`ces dM1i + dM2i = 0 d’ou` :
dStot =
(
1
T 1
− 1
T 2
)
dE1 +
(
P 1
T 1
− P
2
T 2
)
dV1 +
ne∑
i=1
(
g1i
T 1
− g
2
i
T 2
)
dM1i . (I.95)
L’entropie e´tant maximale a` l’e´quilibre dStot = 0 et les diffe´rentes de´rive´es partielles
par rapport aux e´changes d’e´nergie, de volume et de masse s’annule d’ou` :
P 1 = P 2,
T 1 = T 2,
g1i = g
2
i ∀1 ≤ i ≤ ne.
(I.96)
On peut montrer que les e´quilibres entres phases se situent au niveau des limites
de stabilite´ globale pour chacune des phases a` l’e´quilibre. Ce qui correspond sur le
sche´ma simplifie´ de la figure I.4 aux deux points marque´s d’un triangle vert. La figure
I.4 permet e´galement d’illustrer le me´canisme de se´paration de phase. Un me´lange in-
stable repre´sente´ par un cercle noir se se´pare en deux phases a` l’e´quilibre repre´sente´es
par les triangles verts. L’entropie e´quivalente obtenue en sommant les entropies des
deux phases est repre´sente´es par un triangle noir. Il apparait imme´diatement que
l’entropie totale apre`s se´paration de phase est supe´rieure a` l’entropie du me´lange in-
stable initial. On peut a` partir des me´langes a` l’e´quilibre de´crire l’enveloppe concave
de l’entropie qui est trace´e en pointille´s.
La dimension de l’espace ou plusieurs phases sont a` l’e´quilibre peut eˆtre de´termine´e
graˆce a` la variance du syste`me thermodynamique.
var = ne − r + 2− φ, (I.97)
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avec var la variance, ne le nombre d’espe`ce, r le nombre de re´actions chimiques et
φ le nombre de phases a` l’e´quilibre.
Expe´rimentalement, les e´tats me´tastables peuvent eˆtre observe´s dans des re´ac-
teurs homoge`nes mais les e´quilibres sont les seuls a` pouvoir eˆtre e´tudie´s avec pre´cision.
L’apparition de deux phases cre´e une interface entre les deux qui est visible a` cause
des variations d’indice optique. On dispose ainsi des donne´es de courbe de saturation
et des points critiques pour un grand nombre de corps purs qui interviennent dans
la combustion.
L’e´tude des me´langes est plus complexe, non seulement pour les raisons de
se´curite´ mentionne´e pre´ce´demment mais aussi a` cause des nouveaux degre´s de li-
berte´ qui apparaissent dans la variance I.97. Dans certains cas, comme pour les
me´langes avec de l’eau [JF85], les pressions des e´quilibres peuvent monter a` plu-
sieurs centaines de bar ce qui complique leur e´tude.
C’est pourquoi l’e´tude des instabilite´s des me´langes multiespe`ces s’est en par-
tie faite par une approche the´orique fonde´e sur des thermodynamiques adapte´es
aux gaz re´els. A partir des re´sultats obtenus avec une e´quation d’e´tat cubique de
van der Waals, Van Konyenburg and R.L. Scott ont propose´ une classification en
six grandes cate´gories des e´quilibres liquide/vapeur des me´langes binaires [VKS80].
Ils ont e´galement montre´ qu’ils ne pouvaient pas retrouver quantitativement les
diffe´rents re´sultats expe´rimentaux avec la formulation de van der Waals. D’autres
groupes de recherche ont utilise´ des mode`les d’e´quations cubiques de type Soave-
Redlich-Kwong et les ont compare´s aux grandeurs expe´rimentales et en particulier
aux mesures re´alise´es sur le couple H2 −N2 [HSY91, DS93, YS94]. Cette e´tape leur
a permis de valider leur mode`le pour ensuite l’appliquer a` l’e´tude des me´langes bi-
naires H2 − O2 qui posse`dent des proprie´te´s voisines. Ces e´tudes rentraient pour la
plupart dans le cadre de simulation de l’e´vaporation de goutte d’oxyge`ne liquide
dans de l’oxyge`ne chaud de fac¸on a` comprendre les instabilite´s possibles dans la
combustion diphasique.
La meˆme proce´dure a e´te´ suivie pour le code qui nous sert a` calculer les e´quilibres
et limites de stabilite´ pour des me´langes multi-espe`ces. Les re´sultats de cette vali-
dation ont e´te´ pre´sente´s par Giovangili et al. [GMD11]. Le solveur fonctionne en
deux parties. Dans un premier temps il cherche un point d’e´quilibre entre deux
phases en partant d’une situation hors-e´quilibre. Puis dans un second temps il uti-
lise la connaissance de cet e´tat a` l’e´quilibre pour en de´duire les autres graˆce a` un
algorithme de continuation. La comparaison des re´sultats des e´quilibres nume´riques
obtenus avec le solveur et les expe´riences d’Eubanks sont pre´sente´s sur la figure I.5.
Les e´quilibres obtenus avec l’e´quation d’e´tat SRK sont en tre`s bon accord avec les
donne´es expe´rimentales sans qu’il y ait de parame`tre d’ajustement.
I.2.3 Stabilite´ et e´quilibre liquide/vapeur de l’oxyge`ne
On cherche ici a` de´terminer les limites de stabilite´ et les courbes d’e´quilibre
pour une espe`ce pure, l’oxyge`ne, de´crite par une e´quation cubique de type SRK
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Figure I.5 – Fractions molaires d’hydroge`ne des phases a` l’e´quilibre a` T = 83,15 K
et T = 99,82 K tire´ de [GMD11] ; e´quilibres calcule´s ( ), mesures expe´rimentales a`
T = 83,15 K ◦, et a` T = 99,82 K 4, et ( ) limites de stabilite´s calcule´es.
(I.63). Dans le cadre de cette the`se l’oxyge`ne sera la principale espe`ce a` traverser la
courbe de saturation et de pseudo e´vaporation au cours des simulations. Il est donc
ne´cessaire de bien connaˆıtre son comportement pour pouvoir re´soudre les difficulte´s
pouvant apparaˆıtre lors du passage transcritique.
Deux fluides en e´quilibre liquide/vapeur ont des pressions et des tempe´ratures
e´gales mais posse`dent des masses volumiques diffe´rentes. On cherche donc les e´tats
d’e´quilibre d’une espe`ce (n=1) entre deux phases (φ=2) la variance du syste`me est
alors de 1 ce qui signifie qu’il n’existe qu’un degre´ de liberte´ parmi les parame`tres
intensifs (P,T). Les points d’e´quilibre se situent donc sur une courbe dans un dia-
gramme (P,T) appele´e courbe de saturation dans le cas d’e´quilibres diphasiques
liquide/vapeur. On compare la courbe de saturation obtenue pour l’oxyge`ne pur
avec l’e´quation cubique SRK aux donne´es du NIST sur la figure I.6. Les parame`tres
de l’e´quation d’e´tat sont de´termine´s pour retrouver les pressions et tempe´ratures cri-
tiques exactes pour les espe`ces pures graˆce aux relations (I.51) et (I.52). On peut le
ve´rifier sur la figure I.6 ou` le point critique correspond a` l’extre´mite´ de la courbe de
saturation repre´sente´ par un carre´. Par ailleurs, on retrouve e´galement un tre`s bon
accord pour les autres pressions entre les re´sultats obtenus avec une e´quation d’e´tat
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SRK et les donne´es du NIST, avec une erreur maximale qui reste dans l’e´paisseur
du trait.
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Figure I.6 – Courbe de saturation pour l’oxyge`ne pur de´crit par une EOS SRK
( ), point critique (Tc, Pc)() et donne´es issues du NIST (H).
Pour observer les deux e´tats, liquide et gazeux, il est plus pertinent d’utiliser les
diagrammes (v, P ) ou (v, T ) qui pre´sentent les diffe´rences entre les deux volumes
massiques des e´tats a` l’e´quilibre. Les courbes d’e´quilibre pour l’oxyge`ne obtenues
avec les e´quations d’e´tat SRK sont pre´sente´es dans un diagramme (v, P ) sur la
figure I.7. On retrouve la forme en cloche classique des e´quilibres liquide/vapeur qui
atteint son maximum pour la pression critique. Dans le cas d’un e´quilibre diphasique
liquide/vapeur l’e´quilibre cote´ gaz est appele´ courbe de rose´e car c’est la limite ou`
les premie`res goutte apparaissent dans le gaz et l’e´quilibre du cote´ liquide est appele´
la courbe d’e´bullition.
On peut e´galement s’inte´resser aux limites de me´tastabilite´ du corps pur et donc
au crite`re local de concavite´ de l’entropie. Dans le cas mono-espe`ce la matrice Λ se
re´duit a` ∂p/∂v et la stabilite´ locale du corps pur peut donc eˆtre de´finie par deux
crite`res : {
stabilite´ thermique : cv > 0,
stabilite´ me´canique : ∂˜vP < 0.
Le crite`re de stabilite´ thermique traduit le fait que chauffer un fluide doit augmenter
son e´nergie interne. Le crite`re de stabilite´ me´canique signifie que lorsqu’un volume
de fluide est comprime´ la pression a` l’inte´rieur de ce volume doit augmenter.
Cette limite de stabilite´ est repre´sente´e pour l’oxyge`ne en traits pointille´s sur
la figure I.7. Dans un diagramme (v,P), les limites d’e´quilibre sont a` l’”exte´rieur”
de la limite de stabilite´ car la stabilite´ globale est plus restrictive que la stabilite´
locale. Les e´tats me´tastables sont ainsi situe´s dans la surface situe´e entre les courbes
d’e´quilibre et la courbe de stabilite´.
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Figure I.7 – Limite de stabilite´ ( ) et Courbe de rose´e ( ) et d’e´bullition ( )
de l’oxyge`ne pur , point critique (Tc, Pc) et courbes isothermes ( ).
I.2.4 Stabilite´ me´canique d’un me´lange homoge`ne fige´
oxyge`ne-eau
On se propose ici d’e´tudier le cas d’un me´lange entre l’eau et l’oxyge`ne. Ce choix
est motive´ par la connaissance des structures de flammes de diffusion cryotechniques
ou` de l’eau cre´e´e dans la flamme diffuse dans les zones ou` l’oxyge`ne froid est injecte´.
La plupart des autres espe`ces pre´sentes dans la flamme n’existent que sous forme de
traces lors du passage transcritique de l’oxyge`ne. La stabilite´ de ces structures sera
donc principalement lie´e a` la stabilite´ du couple oxyge`ne-eau.
Avant d’e´tudier la stabilite´ thermodynamique du me´lange a` partir de l’e´tude de la
hessienne de l’entropie, on peut s’inte´resser au crite`re de stabilite´ me´canique ∂˜vP <
0. Ce crite`re est moins restrictif que la stabilite´ locale thermodynamique puisqu’il
revient a` e´tudier la hessienne de la matrice Λ uniquement suivant la direction RY
en utilisant la proprie´te´ (I.88).
Pour des proble`mes isobares il est naturel d’utiliser le jeu de variables faisant
intervenir la pression (P, T, YO2 , YH2O). Il est donc ne´cessaire de s’assurer que le
syste`me est correctement de´fini. Par ailleurs les formulations classiques des e´quations
de conservation dans ce jeu de variables font intervenir des quantite´s thermodyna-
miques qui ne sont plus de´finies ou divergent lorsque ∂˜vP = 0.
Cette e´tude de la stabilite´ me´canique, peut eˆtre interpre´te´e comme une e´tude
de la stabilite´ du me´lange a` composition fige´e. Lorsque la composition est fige´e le
me´lange se comporte en effet comme un pseudo gaz-pur e´quivalent. En particulier,
quelle que soit la composition, on observe une tempe´rature critique au dessus de
laquelle le me´lange reste me´caniquement stable. Il est possible de chercher ces points
extreˆmes qui correspondent aux points tels que :{
∂˜vP (v, T, YO2 , YH2O) = 0 ,
∂˜2vvP (v, T, YO2 , YH2O) = 0 .
(I.98)
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En dessous de cette tempe´rature critique un e´tat (P, T, YO2 , YH2O) ne correspond pas
un unique e´tat (v, T, YO2 , YH2O). Par contre, pour une composition donne´e il n’existe
plus d’instabilite´ me´canique au dessus de la pseudo-pression critique.
Les figures I.8 et I.9 repre´sentent l’e´volution des tempe´ratures et pressions cri-
tiques, des me´langes fige´s, obtenues avec le syste`me (I.98).
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Figure I.8 – E´volution des pressions critiques me´caniques du me´lange fige´ en fonc-
tion de la fraction molaire d’eau. Tc,O2  et Tc,H2O •.
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Figure I.9 – E´volution des pressions critiques me´caniques du me´lange fige´ en
fonction de la fraction molaire d’eau. Pc,O2  et Pc,H2O •.
Les courbes engendre´es par l’ensemble des points critiques sont quasiment line´aires
par rapport aux fractions molaires et donc en premie`re approximation les tempe´ratures
et pressions le long de cette droite peuvent s’exprimer par :{
Pc,meca(XO2) = XO2PcO2 + (1−XO2)Pc,H2O,
Tc,meca(XO2) = XO2Tc,O2 + (1−XO2)Tc,H2O, .
(I.99)
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Lors de sa the`se, L.Matuszewski avait observe´ cette proprie´te´ pour les me´langes
entre les espe`ces H2,O2 et N2 [Mat11].
On soulignera e´galement que dans leur e´tude de l’injection du N-dode´cane dans
de l’azote Oefelein and Dahms conside`re que c’est la stabilite´ me´canique du me´lange
fige´ qui pilote les re´gimes d’injection en gouttelettes ou en spray dans les moteurs
diesel. Ils utilisent donc la pression me´canique critique du me´lange fige´ comme limite
pour la transition [DO13].
I.2.5 Stabilite´ chimique d’un me´lange homoge`ne oxyge`ne-
eau
L’e´tude de la stabilite´ globale d’un me´lange et des diffe´rents e´quilibres possibles
ne´cessite d’avoir une connaissance a priori des phases potentiellement a` l’e´quilibre. Il
est naturel de commencer par l’e´tude de la stabilite´ locale du me´lange qui ne de´pend
que de la hessienne de l’entropie au point e´tudie´. Cette e´tude fournit une premie`re
ide´e de ce que pourraient eˆtre les e´quilibres car ces derniers se situent ne´cessairement
a` l’exte´rieur de la zone instable. L’e´tude du signe des valeurs propres de la hessienne
de l’entropie permet de de´terminer la limite de stabilite´ qui dans le cadre bi-espe`ce
correspond a` l’hypersurface dans l’espace (v,XO2 , P ). Cette surface est repre´sente´
en fil de fer sur la figure I.10 a` partir des courbes de stabilite´ isobares et isothermes
du me´lange oxyge`ne-eau. La zone situe´e sous cette surface correspond aux e´tats in-
stables thermodynamiquement. On peut voir qu’il existe des e´tats instables quelle
que soit la pression pour les faibles valeurs de volume massique.
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Figure I.10 – Limite de stabilite´ oxyge`ne-eau (v,XO2 ,P ), Isobares ( ), Isothermes
( ) et Espe`ces pures ( ).
Nous allons de´tailler la description de la zone instable en fonction de la pres-
sion ce qui permet de de´finir trois topologies. Une premie`re quand la pression est
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supe´rieure a` la pression critique de l’eau avec une seule zone connexe stable qu’on
appellera me´lange fluide. L’eau et l’oxyge`ne peuvent se me´langer et cette phase
peut se trouver a` la fois dans des e´tats denses mais aussi tre`s le´gers. Puis pour des
pressions comprises entre les pressions critiques de l’eau et de l’oxyge`ne il existe
deux zones stables distinctes. Une nouvelle phase proche de l’eau liquide pure ap-
parait aux faibles tempe´ratures. Et enfin pour des pressions infe´rieures a` la pression
critique de l’oxyge`ne on obtient trois zones stables avec l’apparition d’une nouvelle
phase qui s’apparente a` de l’oxyge`ne liquide. Nous allons e´tudier les diffe´rences entre
ces re´gimes en se´lectionnant trois pressions 260 bar, 60 bar et 45 bar, chacune ca-
racte´ristique d’une des topologies.
Cas P > Pc,H2O
Lorsque la pression est supe´rieure a` la pression critique de l’eau, 220,6 bar, il
n’existe qu’un seul domaine connexe stable. La topologie de la zone instable dans
cette gamme de pression peut eˆtre illustre´e par une e´tude de la stabilite´ a` 260 bar
repre´sente´e sur la figure I.11. Sur cette figure, la limite d’instabilite´ se´pare en deux
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Figure I.11 – Topologie 1 : P 260 bar > Pc,H2O. Limite de stabilite´ du gaz ( ) et
zone instable thermodynamiquement .
le domaine (v,XH2O) avec la zone instable, grise´e qui est situe´e au niveau des faibles
volumes massiques tandis que la zone stable est situe´e du cote´ des grandes valeurs
qui correspondent aux tempe´ratures e´leve´es. La phase stable peut eˆtre assimile´e a` un
me´lange fluide dans lequel on trouve a` la fois de l’eau et de l’oxyge`ne. On peut noter
que la variation de la fraction molaire d’eau le long de la limite de stabilite´ n’est pas
monotone. On peut relever trois points en particulier pour de´crire ce re´gime note´s
A,B et C sur la figure I.11. Le point A correspond a` un minimum local de la fraction
massique d’eau le long de la limite de stabilite´. Le point B est caracte´rise´ par un
maximum local de la fraction massique d’eau ainsi que par le maximum global de
tempe´rature. Enfin le point C est caracte´rise´ par le maximum du volume massique
le long de la limite de stabilite´.

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Le point A est tre`s peu sensible aux variations de pression ce qui n’est pas le
cas des points B et C. Lorsque la pression diminue ces deux derniers se de´placent
vers les plus grands volumes massiques. De plus le point B se de´place vers la limite
du domaine XH2O = 1. Lorsqu’il atteint effectivement cette limite, pour la pression
critique de l’eau, la topologie ge´ne´rale change puisque de´sormais le domaine de
stabilite´ n’est plus connexe.
Cas Pc,H2O > P > Pc,O2
En dessous de la pression critique de l’eau, une nouvelle phase apparait qu’on
pourra associer a` de l’eau liquide dans laquelle une tre`s faible quantite´ d’oxyge`ne
peut eˆtre dissout. Cette topologie est repre´sente´e sur la figure I.12 qui repre´sente le
diagramme (v,XH2O) a` 60 bar. Le point A est toujours pre´sent et n’est toujours pas
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Figure I.12 – Topologie 2 : Pc,H2O > P 60 bar > Pc,O2 . Limite de stabilite´ du fluide
( ) et de l’eau liquide ( ) et zone instable thermodynamiquement .
sensible a` la pression. Les points B et C sont sortis de la zone du diagramme, et le
volume massique maximal est atteint au niveau de la limite XH2O = 1. Lorsque les
courbes de stabilite´ rencontrent la limite XH2O = 1 on notera sans surprise que c’est
au niveau des limites de stabilite´ de l’eau pure a` 60 bar. On voit e´galement apparaitre
un nouveau point caracte´ristique D situe´ au niveau des faibles volumes massiques et
dans une zone riche en oxyge`ne. Il repre´sente un minimum local de fraction molaire
d’eau le long de la courbe d’instabilite´ du me´lange fluide Tout comme le point B
se rapprochait de la limite de l’eau pure, le point D se rapproche de la limite de
l’oxyge`ne pur au fur et a` mesure que la pression descend.
Cas Pc,O2 > P
Lorsque la pression atteint la pression critique de l’oxyge`ne le point D rejoint la li-
mite de l’oxyge`ne pur. On peut alors de´finir trois zones de stabilite´ distinctes comme
on le voit sur la figure I.13 qui repre´sente la topologie a` 45 bar. Le premier fluide
et la phase d’eau liquide sont toujours pre´sents et on voit apparaˆıtre une nouvelle

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Figure I.13 – Topologie 3 : PO2 > P 45 bar. Limite de stabilite´ du gaz ( ), de l’eau
liquide ( ) et de l’oxyge`ne liquide ( ) et zone instable thermodynamiquement .
zone stable pour de faibles volumes massiques et des fractions molaires d’eau proches
de ze´ro. Cette nouvelle phase correspond a` un fluide proche de l’oxyge`ne pur liquide.
I.2.6 E´quilibres d’un me´lange oxyge`ne-eau
Lorsque le syste`me est instable (et potentiellement quand il est me´tastable) il y
a une se´paration de phases. Graˆce a` l’analyse de stabilite´ thermodynamique on a
pu voir qu’en fonction de la pression il existait potentiellement trois phases stables :
un me´lange fluide, un liquide compose´ majoritairement d’eau et un liquide compose´
majoritairement d’oxyge`ne. Nous avons conside´re´ pour notre e´tude les diffe´rents
e´quilibres diphasiques entre ces trois phases. Lorsque l’e´quilibre a lieu entre deux de
ces phases, la variance du syste`me diphasique est v = 2−0+2−2 = 2 ce qui de´finie
une surface dans l’espace (v, T,XH2O). Compte tenu de la complexite´ de la forme
de cette surface on s’inte´resse a` sa projection dans des plans de coupe. Dans cette
the`se les principaux phe´nome`nes e´tudie´s ont lieu dans des environnement isobares,
le choix d’e´tudier les e´quilibres possibles a` une pression donne´e s’est impose´ a` nous.
Cela nous a permis de´gager, comme pour la stabilite´, trois gammes de pression qui
conduisent a` des topologies diffe´rentes. On observe en effet des e´quilibres entre l’eau
liquide et le me´lange fluide quelle que soit la pression. Cependant leurs topologies
dans un plan (v,XH2O) sont diffe´rentes si la pression est supe´rieure ou infe´rieure a` la
pression critique de l’eau. La troisie`me topologie est lie´e a` l’apparition de la phase
oxyge`ne liquide a` des pressions infe´rieures a` la pression critique de l’oxyge`ne. Cette
dernie`re est accompagne´ par les e´quilibres diphasiques entre oxyge`ne liquide et le
me´lange fluide et aussi l’e´quilibre entre l’oxyge`ne liquide et l’eau liquide.

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Cas P > Pc,H2O
L’e´tude de stabilite´ de cette gamme de pression ne pre´voit qu’une seule zone
stable. Ne´anmoins le fait que cette zone stable ne soit pas convexe autorise la
pre´sence d’e´quilibre. Le re´gime caracte´ristique des pressions supe´rieures a` la pres-
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Figure I.14 – E´quilibres oxyge`ne-eau a` 260 bar ( ), limite de stabilite´ chimique
( ) et point critique H.
sion critique de l’eau peut eˆtre analyse´ a` partir d’une e´tude isobare a` 260 bar. Pour
cette pression, on trouve des e´quilibres pour des tempe´ratures allant jusqu’a` 650 K.
Les compositions correspondant a` ces e´quilibres sont repre´sente´es sur la figure I.14.
Pour les basses tempe´ratures, les e´quilibres ont lieu entre un e´tat riche en eau et
un e´tat riche en oxyge`ne. La fraction d’eau dissoute du cote´ riche en oxyge`ne ne
fait qu’augmenter avec la tempe´rature tandis qu’elle diminue du cote´ riche en eau.
Au moment ou` la tempe´rature maximale d’e´quilibre est atteinte les deux phases ont
la meˆme composition a` 95 % d’eau. Ce point critique est marque´ d’un triangle sur
la figure I.14 et on peut noter que, pour ce point, e´quilibres et limite de stabilite´
thermodynamique co¨ıncident.
On peut e´galement s’inte´resser a` la topologie de´finie par les limites d’e´quilibres et
de stabilite´ dans un plan (v,XH2O) repre´sente´ sur la figure I.15 ou` l’on a e´galement
reporte´ le point correspondant a` la tempe´rature critique. Le volume massique maxi-
mal le long de la courbe d’e´quilibre est atteint a` 600 K, une tempe´rature infe´rieure a`
la tempe´rature critique, et une composition molaire de 60 % d’eau. La particularite´
de cette gamme de pressions est qu’il existe des trajectoires pour passer continument
entre les deux e´tats a` l’e´quilibre, principalement en chauffant puis en refroidissant
le me´lange.
Que ce soit sur la figure I.14 ou la figure I.15 l’espace compris entre les courbes
rouges d’e´quilibre et les courbe bleues de stabilite´ chimique repre´sente les e´tats
me´tastables.
Lorsque la pression diminue le point critique se rapproche de la limite de l’eau
pure qu’il atteint exactement pour la pression critique de l’eau.

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Figure I.15 – E´quilibres oxyge`ne-eau a` 260 bar ( ), limite de stabilite´ chimique
( ), point critique H et zones me´tastables .
Cas Pc,H2O > P > Pc,O2
Une fois cette limite atteinte il n’existe plus de point critique et plus de trajectoire
pour passer continument entre les e´tats a` l’e´quilibre. Les tempe´ratures et composi-
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Figure I.16 – E´quilibres a` 60 bar entre l’eau liquide ( ) et le me´lange fluide ( ),
limite de stabilite´ chimique de l’eau liquide ( ) et du me´lange fluide ( ).
tions des e´quilibres sont repre´sente´es sur la figure I.16. On peut voir en particulier
que cet e´quilibre n’existe que pour des tempe´ratures infe´rieures a` la tempe´rature
de saturation de l’eau pure a` la pression e´tudie´e. L’une des deux phases n’existe
d’ailleurs de fac¸on globalement stable que pour les tempe´ratures infe´rieures a` la
tempe´rature de saturation de l’eau pure. Cette phase est essentiellement compose´e
d’eau et posse`de un faible volume massique, ce qui fait qu’on peut l’associer a` de
l’eau liquide quasiment pure comme on peut le voir sur le diagramme des phases
(v,XH2O) correspondant a` cette situation a` 60 bar repre´sente´ sur la figure I.17.
On retrouve pour cette plage de pression une zone d’instabilite´ me´canique situe´e

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Figure I.17 – E´quilibres a` 60 bar entre l’eau liquide ( ) et le me´lange fluide ( ),
limite de stabilite´ chimique de l’eau liquide ( ) et du me´lange fluide ( ) , limite
de stabilite´ me´canique ( ), point critique me´canique N et zones me´tastables .
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Figure I.18 – E´quilibres oxyge`ne-eau a` 60 bar entre l’eau liquide ( ) et le me´lange
fluide ( ), limite de stabilite´ chimique de l’eau liquide ( ) et du me´lange fluide
( ) , limite de stabilite´ me´canique ( ) et zones me´tastables .
a` l’inte´rieur de la zone d’instabilite´ thermodynamique. Le point extreˆme de cette
instabilite´ correspond une tempe´rature de 183,3 K. Les e´quilibres entre l’eau liquide
et le fluide a` des tempe´ratures comprises entre 183,3 K et 650 K sont donc situe´s de
part et d’autres de l’instabilite´ me´canique.
En anticipant sur les structures calcule´s dans les chapitres suivants, on s’inte´resse
a` la limite de stabilite´ et aux e´quilibres du cote´ du me´lange fluide. On e´tudie en par-
ticulier cette limite pour les faibles tempe´ratures et les fractions massiques XH2O
proche de ze´ro. De manie`re a` pouvoir visualiser cette zone on emploie les coor-
donne´es en e´chelle logarithmique sur la figure I.18. La zone me´tastable s’e´tend vers
les fractions molaires d’eau infe´rieures a` 10 −6 jusqu’a` des volumes massiques d’envi-
ron 0,01 m3/kg, ce qui correspond a` une tempe´rature de 200 K pour l’e´tat d’e´quilibre.

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En cryocombustion, l’oxyge`ne est injecte´ a` des tempe´ratures de l’ordre de 100 K,
l’eau qui diffuse vers l’oxyge`ne froid sera donc dans un e´tat me´tastable. Sous l’effet
des perturbations les traces d’eau auront donc tendance a` condenser imme´diatement
vers la phase eau liquide.
Lorsque la pression diminue la limite de stabilite´ du fluide et sa courbe d’e´quilibre
se de´placent vers la limite du domaine XH2O = 0. La limite est atteinte pour P =
Pc,O2 .
Cas Pc,O2 > P
Lorsque la pression est infe´rieure a` la pression critique de l’oxyge`ne on trouve
trois phases distinctes : un fluide ou` l’oxyge`ne et l’eau sont miscibles et deux phases
liquides riches eau ou en oxyge`ne. Les trois paires de courbes correspondant a` ces
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Figure I.19 – E´quilibres diphasiques a` 45 bar entre l’eau liquide ( ) et le me´lange
fluide ( ), entre l’eau liquide ( ) et l’oxyge`ne liquide ( ), entre l’oxyge`ne liquide
( ) et le me´lange fluide ( ), limite de stabilite´ chimique ( ) et me´canique ( ),
e´quilibres triphasiques • et zones me´tastables .
e´quilibres sont repre´sente´es sur la figure I.19. La nouveaute´ vient de la pre´sence de
l’e´quilibre entre l’oxyge`ne liquide et le fluide riche en oxyge`ne. Cet e´quilibre n’existe
que pour des fractions molaires d’eau proche de ze´ro. La tempe´rature d’e´quilibre est
par ailleurs quasiment e´gale a` la tempe´rature de saturation de l’oxyge`ne pur. Les
e´quilibres entre l’eau liquide et l’oxyge`ne liquide ou` le fluide ressemble a` la situa-
tion a` 60 bar. En premie`re approximation quand la tempe´rature est infe´rieure a` la
tempe´rature de saturation de l’oxyge`ne, l’eau liquide est en e´quilibre avec l’oxyge`ne
liquide et quand elle est supe´rieure l’eau liquide est en e´quilibre avec le fluide.
Lorsque toutes les courbes sont trace´es sur la meˆme figure, on remarque que
certains e´quilibres diphasiques existent dans des zones me´tastables pour un autre
e´quilibre. Les points ou` les courbes d’e´quilibres se croisent, correspondent a` une
situation ou` les trois phases sont a` l’e´quilibre. La variance d’un syste`me triphasique
est var = 2−0+2−3 = 1 ce qui de´finit trois courbe dans l’espace (T, v,XH2O) et donc

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bien trois points dans un plan isobare d’un diagramme (v,XH2O). La tempe´rature
de ces e´quilibres triphasiques est quasiment e´gale a` la tempe´rature de saturation de
l’oxyge`ne.
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Figure I.20 – Limites de stabilite´ globale du fluide ( ), de l’eau liquide ( ) et de
l’oxyge`ne liquide ( ). Limites de stabilite´ locale chimique du fluide ( ), de l’eau
liquide ( ) et de l’oxyge`ne liquide ( ), limites de stabilite´ me´canique ( ) et zones
me´tastables .
En ne conservant que les e´quilibres diphasiques globalement stables on peut
de´finir les zones de stabilite´s globales de chacune des phases. Et on peut de´finir
les zones me´tastables comme les zones entre la limite de stabilite´ globale et la li-
mite de stabilite´ locale. Ces limites sont repre´sente´es sur la figure I.20 et en e´chelle
logarithmique pour grossir la zone riche en oxyge`ne sur la figure I.21.
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Figure I.21 – Limites de stabilite´ globale du fluide ( ), de l’eau liquide ( ) et de
l’oxyge`ne liquide ( ). Limites de stabilite´ locale chimique du fluide ( ), de l’eau
liquide ( ) et de l’oxyge`ne liquide ( ), limites de stabilite´ me´canique ( ) et zones
me´tastables .

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Les trajectoires reliant continuement les zones stables d’eau liquide et d’oxyge`ne
liquide au me´lange dilue´ passent ne´cessairement par une zone d’instabilite´ me´canique.
Par contre cette instabilite´ me´canique ne se´pare pas les zones d’eau et d’oxyge`ne
liquide. Les me´canismes de se´paration de phase seront donc diffe´rents entre ces deux
cate´gories.
Remarque : Equilibres me´tastables de l’oxyge`ne a` P > Pc,O2
On peut e´galement mentionner une curiosite´ de nos e´tudes d’e´quilibre du me´lange
eau oxyge`ne sans re´elle conse´quence sur les structures de flamme. Pour des pressions
comprises entre 54 bar et la pression critique de l’oxyge`ne il est possible de trouver
un e´quilibre entre deux phases riches en oxyge`ne. Ne´anmoins cet e´quilibre est situe´
dans une zone me´tastable par rapport a` la condensation de l’eau liquide. Il se peut
qu’il ne rele`ve que de la mode´lisation par les e´quations cubiques car il n’existe pas a`
notre connaissance d’expe´riences ou` il a e´te´ observe´. Cet e´quilibre a e´te´ mentionne´
par Daou et al. [DHN95]. Cet e´quilibre est intimement lie´ a` l’apparition d’un point
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Figure I.22 – Equilibre a` 52 bar entre 2 phases riches en oxyge`ne( ) et ( ),
limite de stabilite´ chimique ( ) et point critique .
d’inflexion sur la courbe de limite de stabilite´ de l’oxyge`ne dans un plan (T,xH2O) a`
pression fixe´e comme on peut le voir sur la figure I.22. Pour des pressions comprises
entre PUCEP et la pression critique de l’oxyge`ne Pc,O2 il existe une tempe´rature
critique minimale pour voir apparaitre cet e´quilibre tel que l’e´tat des deux phases
soient identiques. On peut de´finir une ligne de creˆte de ces points critiques en fonc-
tion de la pression. On notera e´galement une tempe´rature maximale jusqu’a` laquelle
l’e´quilibre est possible. Ensuite la phase la plus dense rentrerait dans la zone d’in-
stabilite´ chimique et se scinderait pour cre´er de l’eau liquide. L’e´volution de ces
tempe´ratures est pre´sente´e dans le diagramme I.23. Pour des pressions supe´rieures
a` la pression critique de l’oxyge`ne les deux e´tats n’appartiennent pas a` des phases
strictement distinctes car il existe comme pour les e´quilibres entre l’eau et le gaz
des trajectoires qui contournent le point critique. Au niveau de la pression critique

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Figure I.23 – Zoom sur le diagramme (T, P ) oxyge`ne-eau au voisinage du point
critique de l’oxyge`ne. Courbe de saturation de l’oxyge`ne ( ), points critiques de
l’oxyge`ne , ligne de creˆte des points critique de l’e´quilibre entre les liquides et gaz
riches en oxyge`ne ( ), limite des e´quilibres entre le liquide et le gaz riche en oxyge`ne
( ) et limite de stabilite´ me´canique ( ).
de l’oxyge`ne le point critique de ce nouvel e´quilibre rejoint le point critique de
l’oxyge`ne pur. Pour les pressions infe´rieures a` la pression critique de l’oxyge`ne Pc,O2
les deux e´tats a` l’e´quilibre appartiennent alors a` des phases distinctes l’une proche
de l’oxyge`ne liquide pur tandis que l’autre est le me´lange gazeux. On pourra noter
un le´ger changement de la pente de la tempe´rature minimale de cet e´quilibre a` cause
du changement de re´gime.
I.2.7 Classification d’un me´lange binaire oxyge`ne-eau
L’e´tude de´taille´e des diffe´rents e´quilibres permet de dresser un profil du me´lange
oxyge`ne-eau en particulier graˆce aux lignes de creˆte des diffe´rents points critiques
conside´re´s. Des classifications des diffe´rents types d’e´quilibre de me´langes binaires
ont e´te´ pre´sente´es par Van Konyenburg et Scott [VKS80], Prausnitz[PLdA98] et
plus re´cemment par Nicolli [NHD96]. La classification des me´langes binaires de Van
Konyenburg et Scott, reprise par Prausnitz est pre´sente´e sur la figure I.24. Elle
s’appuie sur une projection dans un diagramme (T, P ) des courbes de saturation des
deux espe`ces qui se finissent en C1 et C2 et sur la ligne de creˆte des points critiques
du me´lange, quand elle existe. Le premier type est caracte´rise´ par une ligne de point
critique reliant les points C1 et C2. Ce type est le seul ou` les phases liquides des
deux espe`ces sont toujours miscibles. Les e´quilibres diphasiques correspondent a` des
e´quilibres entre un liquide et un gaz de composition diffe´rentes. Une repre´sentation
sche´matique des e´quilibres isobare du type I sont repre´sente´ sur la figure I.25, avec
e´galement des e´quilibres aze´otropes. Dans le type II, les liquides des deux espe`ces
ne sont plus miscibles en dessous d’une certaine tempe´rature et l’on trouve des
e´quilibres liquide-liquide comme repre´sente´ sur la figure I.26. Le type III ressemble

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Figure I.24 – Classification propose´e par Prausnitz [PLdA98], C= point critique,
L=liquide, V=vapeur, UCEP=Limite supe´rieure de la ligne de creˆte de points cri-
tiques, LCEP=Limite infe´rieure de la ligne de crete de points critiques
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Figure I.25 – E´volution des e´quilibres de Type I a` gauche et de Type I aze´otrope
a` droite pour une pression infe´rieure aux pressions critiques des deux espe`ces pures.
au type II sauf que la ligne de points critiques des e´quilibres vapeur-liquide ne relie
plus les points C1 et C2. Pour une description plus comple`te des types I a` III et des
types IV a` VI, nous renvoyons au travail de Van Konyenburg et R.L. Scott [VKS80].
L’e´quilibre O2−H2O est, d’apre`s les crite`res e´tablis, dans la classe III qui pre´sente
la particularite´ d’avoir des e´quilibres diphasiques quelque soit la pression comme on
peut le voir sur la figure I.27. Et pour des pressions infe´rieures a` la pression critique
de l’oxyge`ne on peut e´galement trouver des e´quilibres entre trois phases. La ligne
des e´quilibres triple est tellement proche de la courbe de saturation de l’oxyge`ne pur
qu’elles sont confondues dans l’e´paisseur du trait. Ce type III est en grande partie
due a` la faible solubilite´ de l’eau avec les autres espe`ces pures car on retrouve ce
type pour le CO2 ou le H2 [WF05]. La ligne de creˆte des points critiques de type
vapeur/liquide trouve´es par la thermodynamique construite a` partir de l’e´quation
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Figure I.26 – E´volution des e´quilibres de type II a` gauche et de type III a` droite
pour une pression infe´rieure aux pressions critiques des deux espe`ces pures.
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Figure I.27 – Diagramme (T, P ) oxyge`ne-eau. Courbe de saturation de l’oxyge`ne
( ) et de l’eau ( ) , points critiques de l’oxyge`ne  de l’eau • ,courbe des e´quilibres
diphasiques entre l’eau liquide et le me´lange gazeux ( ) , donne´es expe´rimentales
de Japas et Frank  et limite de stabilite´ me´canique ( ).
d’e´tat cubique SRK repre´sente´e en vert sur les figures I.27 et I.28 sont en tre`s bon
accord avec les jeux de donne´es expe´rimentaux dont on dispose repre´sente´s par des
losanges verts [JF85].
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Figure I.28 – Diagramme (xH2O, P ) oxyge`ne-eau. Courbe de saturation de
l’oxyge`ne ( ) et de l’eau ( ) , points critiques de l’oxyge`ne  de l’eau • ,courbe
des e´quilibres diphasiques entre l’eau liquide et le me´lange gazeux ( ) , donne´es
expe´rimentales de Japas et Frank  et limite de stabilite´ me´canique ( ).
I.3 Instabilite´s nume´riques et thermodynamiques
Les codes de simulations nume´riques en me´canique des fluides reposent sur une
discre´tisation de l’espace en petites cellules. Ces cellules sont conside´re´es d’un point
de vue thermodynamique comme des syste`mes homoge`nes avec un temps de re-
laxation vers l’e´quilibre infiniment rapide. Dans les codes utilisant une approche en
volume fini, l’e´tat de la cellule est repre´sente´ par des grandeurs conservatives exten-
sives. Lors des cycles d’avance´e en temps, l’hypothe`se d’homoge´ne´ite´ permet d’en
de´duire des grandeurs intensives qui sont utilise´es pour les calculs des flux entre
cellules. Le nouvel e´tat des cellules est alors calcule´ a` partir de l’e´tat pre´ce´dent et
des flux via un processus qui correspond a` un me´lange isochore adiabatique. Ce
processus est source d’instabilite´s nume´riques lorsque la thermodynamique pre´sente
de fortes non-line´arite´s.
Les limites de ce syste`me peuvent eˆtre explique´es par l’exemple simple d’un
re´acteur isochore ou` l’on me´lange deux fluides dans des e´tats diffe´rents. Cet exemple
reproduit donc la phase d’actualisation de l’e´tat de la cellule. De manie`re a` illustrer
T1=T0-5K
P1=P0
V1=αV0
T2=T0+5K
P2=P0
V2=(1-α)V0
v
Figure I.29 – Condition initiale du me´lange de deux re´acteurs homoge`nes.
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Figure I.30 – Profils de pression et de variation de tempe´rature T=175K (—),
T=155K (—), T=135K (—).
ce point, on peut se donner un re´acteur homoge`ne qui contient initialement une
moitie´ d’oxyge`ne a` T1 = 150 K a` la pression de P1 = 6, 0 MPa et une autre moitie´
constitue´e d’oxyge`ne a` T2 = 150 K e´galement a` une pression P2 = 6, 0 MPa. On
choisit de repre´senter les fluides a` l’aide d’une e´quation d’e´tat de type SRK. L’e´tat
initial donne donc ρ1 = 0, 6721 kg.m
−3, ρ1e1 = −19, 46 kJ.m−3 et ρ2 = 0, 3656
kg.m−3, ρ2e2 = −8, 577 kJ.m−3, apre`s un me´lange isochore et adiabatique la masse
volumique finale est ρ = 0, 5188 kg.m−3 et l’e´nergie volumique est ρe = −14, 02
kJ.m−3 ce qui correspond par inversion a` de l’oxyge`ne a` une tempe´rature de T = 146
K et une pression de P = 2, 7 MPa. La tempe´rature finale n’est donc pas comprise
entre les deux tempe´ratures initiales mais surtout la chute de pression ainsi calcule´e
serait fatale a` la stabilite´ de la plupart des codes de calculs.
Nous avons re´alise´ une e´tude parame´trique du proble`me sur la pression P , les
tempe´ratures T1, T2, et α la fraction volumique du fluide 1. Nous avons conside´re´ un
volume V0 contenant un volume V1 = αV0 d’oxyge`ne a` la tempe´rature T1 = T − 5K
et a` la pression P = P0 et l’autre partie du volume V2 = (1 − α)V0 remplie par de
l’oxyge`ne a` la tempe´rature T1 = T + 5K et a` la pression P = P0. Cette situation
initiale est sche´matise´e sur la figure I.29.
Nous avons releve´ pour chacun des cas les variations maximales de tempe´rature et
pression. La figure I.30 pre´sente les profils de pression finale pour une pression initiale
de 60 bar en fonction de la fraction volumique pour trois tempe´ratures diffe´rentes.
Il apparait que les variations sont plus faibles lorsqu’un des volumes est ne´gligeable
par rapport a` l’autre.
La figure I.31 pre´sente l’e´volution de la variation de pression maximale (par
rapport a` α) en fonction de la tempe´rature pour une pression initiale de 60 bar. On
retrouve les variations maximales a` proximite´ de la tempe´rature critique de l’oxyge`ne
qui font passer a` des pressions largement subcritiques et correspondent en plus a`
des e´tats instables thermodynamiquement.
La figure I.32 pre´sente une carte des variations maximales de pression par rapport
a` la tempe´rature et a` la pression initiale. Les variations maximales se trouvent dans
la zone qui serait le prolongement continu de la courbe de saturation de l’oxyge`ne, la`
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Figure I.31 – Variation maximale de pression en fonction de la tempe´rature a`
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Figure I.32 – Variation maximale de pression en fonction de la tempe´rature et de
la pression.
ou` les non-line´arite´s thermodynamiques sont les plus fortes. Ceci est naturel puisque
la courbe de saturation repre´sente dans cet espace (P, T ) la ligne de changement de
phase ou` l’on trouve les instabilite´s physiques de´crite dans la premie`re partie de ce
chapitre.
Ce proble`me purement nume´rique re´sulte uniquement de l’axiome de base des sol-
veurs en volume fini a` savoir que l’e´tat de chaque cellule peut eˆtre conside´re´ comme
homoge`ne. Il existe diffe´rentes solutions pour re´soudre cette difficulte´, on peut en
donner ici une liste non exhaustive. La premie`re consiste a` limiter le pas de temps
du calcul de manie`re a` ne jamais se retrouver dans une situation avec des volumes
comparables entre le froid et le chaud. Cette option ne modifie pas la physique mais
peut augmenter conside´rablement le couˆt du calcul. Une seconde option consiste
a` modifier localement la thermodynamique de manie`re a` limiter les non-line´arite´s.
Une troisie`me solution consiste a` limiter les variations spatiales des grandeurs ther-
modynamique en augmentant par exemple la diffusion. Ces me´thodes ne sont pas
exclusives et il peut eˆtre ne´cessaire d’utiliser une combinaison des diffe´rentes solu-
tions pour obtenir un compromis entre le couˆt de calcul et la bonne repre´sentation
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des phe´nome`nes physiques.
I.4 Conclusion
Une loi d’e´tat cubique de type Soave-Redlich-Kwong permet de repre´senter de
fac¸on satisfaisante le comportement des fluides denses, en particulier en vue d’ap-
plication de combustion transcritique. L’analyse de la stabilite´ et des e´quilibres
de me´langes binaires a` l’aide d’une e´quation d’e´tat SRK a mis en e´vidence des
zones instables thermodynamiquement. Ces zones sont rencontre´es lors de la tran-
sition liquide-vapeur dans le cas subcritique mais e´galement de fac¸on moins connue
en re´gime transcritique lors du me´lange d’ergols froids ou quand l’eau diffuse vers
l’oxyge`ne froid. Il est naturel de s’attendre a` des perturbations dans les simulations
nume´riques quand des instabilite´s thermodynamiques apparaissent dans le calcul.
Par ailleurs, on rencontre dans les simulations des instabilite´s qui sont de nature
purement nume´rique. Il existe en effet de fortes non-line´arite´s dans la thermodyna-
mique au voisinage des zones instables thermodynamiquement. Ces non-line´arite´s
si elles ne sont pas prises en compte lors du passage des variables conservatives
extensives vers les variables naturelles conduit a` de fortes oscillations de pression.
L’amplitude de ces oscillations peut eˆtre critique dans le cadre de calculs instation-
naires sur des maillages raffine´s. L’un des objectifs de cette the`se est de mettre en
place une me´thode adapte´e a` cette proble´matique de manie`re a` re´aliser des simula-
tions aux grandes e´chelles.
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Chapitre II
Transport non ide´al et
instabilite´s
Nous avons vu au chapitre pre´ce´dent comment une loi d’e´tat cubique permet
de mode´liser fide`lement les proprie´te´s thermodynamiques d’un fluide dense a` partir
d’un nombre re´duit de parame`tres macroscopiques et de constantes spe´cifiques pour
chaque corps purs. Il a aussi e´te´ mis en e´vidence l’existence de domaines ou` le fluide
est thermodynamiquement instable ce qui se traduit par l’apparition de plusieurs
phases a` l’e´quilibre. Cependant, la description re´duite aux simples grandeurs ma-
croscopiques de pression et tempe´rature ne donne pas d’indication sur les processus
spatio-temporels d’apparition des diffe´rentes phases.
L’objectif de ce chapitre est de pre´senter des flux de diffusion cohe´rents avec
cette thermodynamique non ide´ale des gaz denses, puis, de mettre en e´vidence
les conse´quences d’une instabilite´ thermodynamique du fluide et l’e´volution spatio-
temporelle d’un me´lange. Diffe´rentes approches ont e´te´ utilise´es pour de´terminer la
forme des flux de diffusion intervenant dans les e´quations de transport des fluides
denses. Ces diffe´rentes me´thodes ont abouti a` des expressions analogues reliant les
flux de diffusion a` des variations locales des grandeurs entropiques. Pour certaines
me´thodes, ce re´sultat e´tait pre´visible car elles reposent sur des hypothe`ses initiales
proches de l’entropie. La thermodynamique hors e´quilibre de Keizer [Kei87] par
exemple part de conside´ration sur les processus microscopiques pour remonter aux
flux macroscopiques. L’entropie s’introduit donc naturellement lors de changement
d’e´chelle. Pour d’autres, le second principe de la thermodynamique qui pre´voit la
croissance de l’entropie guide les conclusions comme pour la thermodynamique des
processus irre´versibles de Meixner [Mei41, Mei43], Prigogine [Pri47, Pri67] et De
Groot et Mazur [DGM84]. Enfin certaines consistent en une extension de la the´orie
cine´tique des gaz d’Enskog-Thorne, comme celles de´veloppe´es par Van Beijeren et
Ernst [VBE73a, VBE73b] ou Kurochkin et al [KMT84] et aboutissent e´galement a`
des formulations similaires.
La premie`re partie de ce chapitre sera donc consacre´e aux e´quations de conserva-
tion d’un syste`me fluide. Nous pre´senterons en particulier, les flux de diffusion non
ide´aux et les termes de production chimique de´coulant d’une thermodynamique non
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ide´ale. L’e´tude asymptotique de ces flux dans le cadre des gaz dilue´s sera e´galement
pre´sente´e de manie`re a` ve´rifier que cette formulation de´ge´ne`re bien vers une formu-
lation usuelle adapte´e aux gaz parfaits. Une fois cette jonction re´alise´e on pourra
alors relier les coefficients apparaissant dans les flux non ide´aux aux coefficients de
transport classiques.
Nous nous inte´resserons ensuite a` la de´termination des coefficients de transport
dans le cadre de fluides denses. De manie`re ge´ne´rale, ces derniers sont construits a`
partir de l’e´tude des coefficients du gaz parfait et de corre´lations empiriques pour
les e´tendre a` l’ensemble du domaine thermodynamique. Les diffe´rentes corre´lations
utilise´es dans la suite de cette the`se seront donc pre´sente´es dans une seconde partie.
Enfin, dans une troisie`me partie, apre`s avoir de´termine´ la forme des e´quations de
conservation et l’expression des coefficients de transport, le mode`le d’un me´lange bi-
naire sera pre´sente´. Ce dernier permet une re´solution analytique de l’expression des
flux d’espe`ces ce qui permettra d’illustrer de fac¸on simple le lien entre l’instabilite´
locale thermodynamique et les flux de diffusion. Une simulation nume´rique d’une
couche de me´lange autosimilaire monodimensionnelle sera re´alise´e dans une qua-
trie`me partie pour illustrer l’impact des non-ide´alite´s. Nous conclurons par l’e´tude
d’une couche de me´lange bidimensionelle dans une cinquie`me partie.
II.1 E´quations des fluides non ide´aux
La formulation ge´ne´rale des e´quations de conservation ne de´pend pas du fluide
e´tudie´. Par contre, l’expression des flux de diffusion et les termes de production
chimique sont re´gis par des conside´rations entropiques. En accord avec le second
principe de la thermodynamique, lorsqu’un milieu est non-homoge`ne, des flux se
mettent en place de manie`re a` relaxer vers un e´tat homoge`ne qui maximise l’entropie.
II.1.1 E´quations de conservation
L’e´volution ge´ne´rale d’un me´lange non ide´al est re´gi par des lois de conservation
de la masse des espe`ces, de la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie totale. La
conservation de la masse totale peut s’e´crire
∂tρ+∇.(ρv) = 0 , (II.1)
ou` ρ = 1/v est la masse volumique et v la vitesse moyenne locale du fluide. La
conservation de la masse de chaque espe`ces peut s’e´crire
∂t(ρYi) +∇.(ρYiv) = −∇.Ji +Miω˙i, 1 ≤ i ≤ ne, (II.2)
ou` ne le nombre d’espe`ces, Ji est le flux de diffusion, Mi la masse molaire et ω˙i le
taux de production molaire de la ie`me espe`ce. Les flux de diffusions Ji et les termes
sources chimiques ve´rifient
ne∑
i=1
Ji = 0, (II.3)
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ne∑
i=1
Miω˙i = 0. (II.4)
Par conse´quent, en sommant les e´quations de conservation de la masse des diffe´rentes
espe`ces, on obtient une e´quation pour
∑
Yi et en s’appuyant sur les conditions aux
limites on peut ve´rifier que la somme des fractions massiques est e´gale a`
∑
Yi = 1.
La conservation de la quantite´ de mouvement peut se mettre sous la forme
∂t(ρv) +∇.(ρv ⊗ v) = −∇.Π (II.5)
ou` Π est le tenseur syme´trique de pression. Et la conservation de l’e´nergie totale
donne
∂t (ρE) +∇. (ρEv) = −∇.(Q+ Π.v) (II.6)
ou` l’e´nergie massique totale est donne´e par E = e+ 1/2|v|2 et Q est le flux total de
chaleur.
II.1.2 Mode´lisation des flux de diffusion
Il existe diffe´rentes approches pour mode´liser les flux de diffusion dans le cadre
des fluides denses. Il existe des the´ories cine´tiques adapte´es de la the´orie de Ernst-
Beijeren aux fluides denses par Kurochkin [KMT84] qui s’appuient sur une descrip-
tion statistique des particules comme des sphe`res dures et de leur comportement
en prenant en compte des forces intermole´culaires. On peut e´galement mention-
ner la thermodynamique statistique hors e´quilibre introduite par Keizer [Kei87] qui
mode´lise les e´changes d’e´nergie et de masse par des processus e´le´mentaires qui sont
pilote´s par des conside´rations entropiques et en particulier par les gradients des
de´rive´es partielles de l’entropie ∂ξs dans le jeu de variables (v, e, Y1, · · · , Yne) ou` v
est le volume massique du fluide, e l’e´nergie interne massique et les Yi sont les frac-
tions massiques des espe`ces. Enfin, on trouve des approches plus globales, comme
la the´orie des phe´nome`nes irre´versibles [DGM84], qui s’appuient sur la formulation
ge´ne´rale des e´quations de transport pour exprimer l’e´quation de transport de l’entro-
pie et en particulier son terme source. Ce dernier, en accord avec le second principe,
doit toujours eˆtre positif. On peut ainsi en de´duire une forme ge´ne´rale des flux de
diffusion.
Ces diffe´rentes fac¸ons d’aborder le proble`me, de´taille´es en annexes, conduisent a`
des re´sultats similaires. On peut ainsi e´crire les flux de diffusion sous la forme
Ji = −
ne∑
k=1
Li,k∇
(gk
T
)
− Li,e∇
(
− 1
T
)
, 1 ≤ i ≤ ne (II.7)
Q = −
ne∑
k=1
Le,k∇
(gk
T
)
− Le,e∇
(
− 1
T
)
, (II.8)
Π = PI − τ , (II.9)
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ou` τ est le tenseur des contraintes visqueuses e´value´ a` partir des viscosite´s de ci-
saillement η et volumique κˆ.
τ = (κˆ− 2
3
η)∇ · v I + η(∇v + (∇v)t) , (II.10)
On rappelle que les de´rive´es partielles de l’entropie sont ∂es = 1/T et ∂Yis = −gi/T
ou` les gi sont les potentiels chimiques des espe`ces. Ce sont donc ces de´rive´es que
l’on retrouve dans les expressions des flux (II.7) et (II.8). La matrice de Keizer
L = (Li,j)i,j est syme´trique et semi-de´finie positive de noyau R(1, ..., 1, 0)
t
ne∑
k=1
Li,k = 0 , 1 ≤ i ≤ ne + 1 (II.11)
et garantit une production d’entropie, due aux flux de diffusion et de chaleur, posi-
tive.
Cependant les diffe´rentes approches manquent de certaines informations pour
pouvoir donner imme´diatement les coefficients de la matriceL. La thermodynamique
hors e´quilibre ne´cessiterait une parfaite connaissance des me´canismes e´le´mentaires
pour exprimer les termes mais donne quand meˆme les proprie´te´s de syme´trie de la
matrice de Keizer. Tandis que la thermodynamique des processus irre´versibles ne
reposant que sur la positivite´ du terme source d’entropie permet d’acce´der aux flux
qu’a` des constantes pre`s qu’elle ne peut pas de´terminer.
Pour identifier les coefficients de la matrice, on peut reformuler les flux de dif-
fusion sous une forme analogue aux flux de diffusion classiques en fonction des gra-
dients dans le jeu de variables (P, T,X1, · · · , Xne). On peut tout d’abord de´velopper
les variations des potentiels chimiques dans ce nouveau jeu de variables :
d
(gi
T
)
=
1
T
dgi + gid
1
T
=
1
T
(
∂¯PgidP + ∂¯TgidT +
ne∑
k=1
∂¯YkgidYk
)
− gi
T 2
dT
=
1
T
(
vidP − sidT +
ne∑
k=1
RT Λ¯ikdYk
)
− gi
T 2
dT
=
vi
T
dP +
ne∑
k=1
RΛ¯ikdYk − hi
T 2
dT
=
vi
T
dP +
ne∑
k=1
RΛ¯ik
ne∑
l=1
(
∂Yk
∂Xl
)
dXl − hi
T 2
dT ,
ou` vi, est le volume massique spe´cifique de l’espe`ce i, Yk sa fraction massique,
Xk sa fraction molaire et hi son enthalpie spe´cifique. La matrice Λ¯ de´finie par
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Λ¯kl = ∂¯Ykgl/RT = ∂¯Ylgk/RT est intimement lie´e aux proble`mes de stabilite´ thermo-
dynamique e´tudie´s au chapitre pre´ce´dent. En introduisant cette nouvelle expression
dans les flux de diffusion d’espe`ce (II.7) et de chaleur (II.8), on trouve leur formu-
lation e´quivalente en terme de gradient des variables (P, T,X1, · · · , Xne)
Ji =
ne∑
k=1
−Li,k
(
vk
T
∇P +
ne∑
l=1
RΛ¯kl
ne∑
p=1
(
∂Yl
∂Xp
)
∇Xp
)
(II.12)
+
(
Li,e −
ne∑
k=1
Li,khk
)
∇T
T 2
, 1 ≤ i ≤ ne
Q =
ne∑
k=1
−Le,k
(
vk
T
∇P +
ne∑
l=1
RΛ¯kl
ne∑
p=1
(
∂Yl
∂Xp
)
∇Xp
)
(II.13)
+
(
Le,e −
ne∑
k=1
Le,khk
)
∇T
T 2
,
On peut introduire ∇(µi)T le gradient a` tempe´rature fixe´e des potentiels chi-
miques molaires adimensionne´s µi de´finis par µi = Migi/RT
∇(µk)T = Mk
R
(
vk
T
∇P +
ne∑
l=1
RΛ¯kl
ne∑
p=1
(
∂Yl
∂Xp
)
∇Xp
)
, (II.14)
pour re´e´crire les flux sous une forme voisine de celle de de Groot et Mazur [DGM84].
Ji =
ne∑
k=1
−RLi,k
Mk
∇(µk)T +
(
Li,e −
ne∑
k=1
Li,khk
)
∇T
T 2
, 1 ≤ i ≤ ne (II.15)
Q =
ne∑
k=1
−RLe,k
Mk
∇(µk)T +
(
Le,e −
ne∑
k=1
Le,khk
)
∇T
T 2
, (II.16)
L’expression (II.14) se simplifie dans le cas limite des gaz dilue´s. Dans cette situation,
on trouve en effet que les volumes massiques spe´cifiques peuvent se re´crire
vi =
RT
MiP
, 1 ≤ i ≤ ne , (II.17)
et que le terme en facteur des gradients de fraction molaire peut se simplifier
ne∑
l=1
Λ¯kl
ne∑
p=1
(
∂Yl
∂Xp
)
=
δkp
MkXk
− 1
M
, 1 ≤ i ≤ ne . (II.18)
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Au final pour un gaz parfait les flux peuvent s’e´crire
Ji =
ne∑
k=1
−Li,k R
Mk
(∇P
P
+
∇Xk
Xk
)
+
(
Li,e −
ne∑
k=1
Li,khk
)
∇T
T 2
, 1 ≤ i ≤ ne,
(II.19)
Q =
ne∑
k=1
−Le,k R
Mk
(∇P
P
+
∇Xk
Xk
)
+
(
Le,e −
ne∑
k=1
Le,khk
)
∇T
T 2
, (II.20)
Ces expressions posse`dent des formes analogues aux e´quations de diffusion dans
le formalisme usuel. Les flux ide´aux qu’on notera avec un exposant id sont en effet
donne´s par
J idi =− ρYi
ne∑
k=1
Di,k
(
Xi
P
∇P +∇Xk + χk
T
∇T
)
, 1 ≤ i ≤ ne . (II.21)
Qid =
ne∑
k=1
(
hk +
RT
XkMk
χk
)
J idk − λ∇T , (II.22)
ou`D est la matrice de diffusion multiespe`ces, χi le facteur thermodiffusif de la i-e`me
espe`ce et λ la conductivite´ thermique du me´lange.
On peut donc identifier directement terme a` terme les coefficients entre les deux
jeux d’e´quations ce qui permet de de´terminer l’expression des coefficients de la ma-
trice L
Li,j = Lj,i =ρ
M
R
YiDi,jYj , 1 ≤ i, j ≤ ne,
Li,e = Le,i =ρ
∑
j
YiDi,j
(
Tχj +
M
R
Yjhj
)
, 1 ≤ i ≤ ne,
Le,e =λT
2 + ρ
R
M
∑
i,j
(
Tχi +
M
R
Yihi
)
Di,j
(
Tχj +
M
R
Yjhj
)
.
Pour avoir l’expression ge´ne´rale de la matrice de Keizer L, on fait l’hypothe`se
que la formulation en fonction des coefficients de transport en limite gaz parfait reste
valide dans tout le domaine thermodynamique admissible a` condition d’utiliser des
corre´lations haute-pression pour les diffe´rents coefficients de transport.
II.1.3 Mode´lisation des termes sources chimiques
Les phe´nome`nes de combustion sont bien e´videmment des phe´nome`nes re´actifs
que l’on peut de´crire par un jeu de nr re´actions chimiques re´versibles e´le´mentaires
faisant intervenir les diffe´rentes espe`ces. Ces re´actions peuvent s’e´crire sous la forme
ne∑
i=1
νdijMi 
ne∑
i=1
νrijMi, 1 ≤ j ≤ nr (II.23)
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ou` νdij et ν
r
ij sont les coefficients stœchiome´triques directs et retours associe´s a` la
ie`me espe`ce dans la je`me re´action tandis que Mi repre´sente la ie`me espe`ce. Le taux
d’avancement τj associe´ a` la je`me re´action chimique peut eˆtre de´duit des poten-
tiels chimiques des diffe´rentes espe`ces a` partir de conside´rations issues de la ther-
modynamique des processus irre´versibles ou de la thermodynamique hors e´quilibre
[Mar10, Kei87]
τj = Kj
[
exp
(
ne∑
i=1
νdij
Migi
RT
)
− exp
(
ne∑
i=1
νrij
Migi
RT
)]
(II.24)
Le taux de production molaire de la ie`me espe`ce s’exprime comme la re´sultante
des diffe´rentes re´actions
ω˙i =
nr∑
k=1
(
νdik − νrik
)
τk. (II.25)
II.2 E´valuation des coefficients de transport
L’e´valuation des coefficients de transport haute pression repose sur la connais-
sance des coefficients de transport dans la limite des gaz parfaits et sur l’ajout de
termes tenant compte d’effets non ide´aux s’annulant dans la limite des gaz parfaits.
Les coefficients de transport dans la limite des gaz parfaits seront e´value´s graˆce a` la
bibliothe`que optimise´e EGLIB [EG94, EG95, EG96, EG]. On pourra trouver une re-
vue de´taille´e des diffe´rentes corre´lations haute pression propose´es dans la litte´rature
dans la the`se de L. Matuszewski [Mat11] qui les a imple´mente´es dans une version
haute pression de EGLIB. Et on ne pre´sentera ici que les mode`les effectivement
utilise´s dans cette the`se.
II.2.1 Coefficients de transport de masse
Les coefficients de transport de masse Li,j, 1 ≤ i, j ≤ ne ne´cessitent l’e´valuation
des coefficients de diffusion multiespe`ces Di,j qui sont obtenus par inversion de la
matrice de Stefan-Maxwell ∆ de´finie par : ∆ij = −
XiXj
DBij
, i 6= j,
∆ii =
∑
i6=j
XiXj
DBij
,
(II.26)
ou` les DBij sont les coefficients de diffusion binaire.
La matrice D est ainsi l’unique matrice (ne × ne) verifiant
D∆D = D,
∆D∆ = ∆,
R(D) = Y ⊥,
N(D) = RY,
(II.27)
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Une conse´quence de ce syste`me d’e´quation est
∆D = 1 − Y ⊗ U , (II.28)
qui permet d’obtenir une solution approche´e de D. Les principales corre´lations pour
le transport de masse des gaz denses consistent en une modification des coefficients de
diffusion binaire par rapport a` la formulation DB,KTij obtenue par la the´orie cine´tique
des gaz dilue´s de Chapman-Enskog :
DB,KTij =
(
kBT
2pimij
) 1
2 3
8nσ2ijΩ
(1,1)∗
ij
(II.29)
ou` kB est la constante de Boltzmann, mij la masse mole´culaire re´duite, σij le
diame`tre mole´culaire de collision et Ω
(1,1)∗
ij est une inte´grale de collision re´duite
de´pendant du potentiel intermole´culaire. Le potentiel d’interaction entre des mole´cu-
les i et j peut eˆtre repre´sente´ par un potentiel de Lennard-Jones, Vij
Vij(r) = 4ij
(
(σij/r)
12 − (σij/r)6
)
, (II.30)
ou` r est la distance entre mole´cules, ij est la profondeur du potentiel d’interaction
et σij le diame`tre de collision entre ces types de mole´cules. Les masses, diame`tres
mole´culaires et profondeurs du potentiel intermole´culaire de me´langes binaires sont
estime´s a` l’aide des relations :
ij =
√
iijj ,
σij =
σi + σj
2
,
mij =
mimj
mi +mj
.
(II.31)
L’inte´grale de collision re´duite peut eˆtre approche´e par l’expression
Ω
(1,1)∗
ij =
ALJ(
T ∗
)BLJ + CLJexp(DLJT ∗) + ELJexp(FLJT ∗) + GLJexp(HLJT ∗) , (II.32)
dont les coefficients sont donne´s dans le tableau II.1 et ou` la tempe´rature est adi-
mensionne´e comme :
T ∗ =
kBT
ij
. (II.33)
Table II.1 – Coefficients de l’inte´grale de collision Ω
(1,1)∗
ij d’un gaz de Lennard-Jones.
ALJ BLJ CLJ DLJ ELJ FLJ GLJ HLJ
1, 06036 0, 15610 0, 19300 0, 47653 1, 03587 1, 52996 1, 76474 3, 89411
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Pour re´duire le couˆt de calcul de l’inte´grale de collision on peut e´galement
utiliser une forme approche´e comme une fraction rationnelle du logarithme de la
tempe´rature re´duite :
Ω
(1,1)∗
ij =
[ 7∑
k=0
aLJk (lnT
∗)k
]−1
, (II.34)
dont les coefficients aLJk sont donne´s par le tableau II.2.
Table II.2 – Coefficients du de´veloppement en fraction rationnelle logarithmique
de l’inte´grale de collision Ω
(1,1)∗
ij d’un gaz de Lennard-Jones.
aLJ0 a
LJ
1 a
LJ
2 a
LJ
3
0,696946 0,782024 0,0702902 -0,416917
aLJ4 a
LJ
5 a
LJ
6 a
LJ
7
0,21683 0,0398781 -0,0487502 0,00863304
Cette approche a e´te´ e´tendue aux me´langes de fluides denses compose´s de parti-
cules conside´re´es comme des sphe`res dures. Cela implique diffe´rentes modifications
propose´es par Beijeren et Ernst [VBE73a, VBE73b] puis Kurochkin et al. [KMT84].
Sous cette hypothe`se, les coefficients de diffusion binaires peuvent s’e´crire comme
Dbini, j =
1
κij
Dbini, j
KT
, (II.35)
ou` 1/κij est un facteur d’encombrement qui peut s’e´crire [KMT84]
κij = 1 +
ne∑
k=1
nka
k
ij , (II.36)
avec nk la concentration mole´culaire de l’espe`ce k et les a
p
ij e´value´s a` partir des
diame`tres mole´culaires de collision σij comme
apij =
pi
12
[
8
(
σ3ip + σ
3
jp
)− 6(σ2ip + σ2jp)σij − 3(σ2ip − σ2jp)2σ−1ij + σ3ij] . (II.37)
D’autres formulations ont e´te´ propose´es par Takahashi [Tak74], Leahy-Dios et
Firoozabadi [LDF07], ou encore Harstad et Bellan [HB04] qui reposent en grande
partie sur des interpolations de donne´es expe´rimentales.
II.2.2 Coefficients de transport de quantite´ de mouvement
Les flux de diffusion de quantite´ de mouvement reposent sur deux phe´nome`nes
physiques. Le premier fait le lien entre l’e´nergie cine´tique de translation d’une par-
ticule et ses niveaux d’e´nergie interne lie´s aux e´nergies de rotation et de vibration.
Ces phe´nome`nes sont traduits a` travers la viscosite´ volumique κˆ. Dans les cas de
gaz parfaits monoatomiques, la viscosite´ volumique est nulle et il existe tre`s peu
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de corre´lation pour les gaz denses. On utilisera donc les valeurs issues de la the´orie
cine´tique des gaz calcule´es par inversion de syste`mes line´aires avec la bibliothe`que
optimise´e EGLIB. La viscosite´ volumique est typiquement de la forme
κˆKT =
RP
c2v
ne∑
k=1
Xkc
int
k τ
int
k (II.38)
ou` cintk repre´sente la capacite´ calorifique interne et τ
int
k un temps moyen de relaxation
de cette e´nergie. Dans le cadre de flamme a` faible nombre de Mach, Ma, l’impact de
ce coefficient peut eˆtre conside´re´ comme ne´gligeable car n’e´tant que d’ordre O(Ma2)
[BGDG08].
Le deuxie`me terme du flux de quantite´ de mouvement concerne les e´changes
entre particules voisines et est mode´lise´ par la viscosite´ de cisaillement η. La the´orie
cine´tique des gaz permet de de´duire une viscosite´ de cisaillement dans le cadre
des basses pressions. La de´rivation de Chapman-Enskkog pre´sente´ par Chapman et
Cowling [CC70] donne pour un gaz pur i
ηKTi =
5
16
√
pimikBT
piσ2i Ω
(2,2)∗
ij
, (II.39)
ou` σi est le diame`tre mole´culaire de l’espe`ce i utilise´ dans le potentiel de Lennard-
Jones, kB la constante de Boltzmann et Ω
(2,2)∗
ij une inte´grale de collision re´duite
de´pendant de la forme du potentiel d’interaction intermole´culaire. Dans le cas d’un
gaz de Lennard-Jones cette inte´grale est donne´e par
Ω
(2,2)∗
ij =
ALJ(
T ∗
)BLJ + CLJexp(DLJT ∗) + ELJexp(FLJT ∗) , (II.40)
avec T ∗ la tempe´rature re´duite donne´e par T ∗ = kBT/ii, et les coefficients donne´s
dans le tableau II.3.
Table II.3 – Parame`tres pour l’inte´grale de collision
ALJ BLJ CLJ DLJ ELJ FLJ
1,16145 0,14874 0,52487 0,77320 2,16178 2,43787
Pour l’e´valuation des coefficients haute pression, nous avons opte´ pour l’approche
des e´tats correspondants de Ely et Hanley [EH81]. Cette option a e´te´ pre´fe´re´e a`
la mode´lisation propose´e par Chung [CALS88] qui pose proble`me avec le facteur
acentrique ne´gatif de l’hydroge`ne [Mat11]. La mode´lisation de Ely et Hanley repose
sur la possibilite´ de de´duire les diffe´rentes viscosite´s de cisaillement a` partir d’une
espe`ce de re´fe´rence et des parame`tres adimensionne´s permettant de caracte´riser les
diffe´rentes espe`ces. La viscosite´ de cisaillement ηm d’un me´lange e´quivalentm peut
alors s’e´crire
ηm(ρ,T ) = η0(ρ0, T0)Fη , (II.41)
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ou` η0 correspond a` la viscosite´ du fluide re´fe´rence et le parame`tre Fη est donne´ par
Fη =
(Mm
M0
) 1
2f
1
2
m,0h
− 2
3
m,0 . (II.42)
Les parame`tres fm,0 et hm,0 d’un me´lange sont e´value´s a` partir des parame`tres des
espe`ces pures fi,0 et hi,0 qui sont des constantes de´finies a` partir des grandeurs
critiques et des facteurs acentriques des deux espe`ces conside´re´es et permettent
de relier la tempe´rature et la masse volumique T et ρ aux tempe´rature et masse
volumique de re´fe´rence T0 et ρ0 par la relation T = fi,0T0 ,ρ = ρ0M0
hi,0Mi
.
(II.43)
Dans le cas d’espe`ces pure les facteurs fi,0 et hi,0 sont donne´s par
fi,0 =
Tc,i
Tc,0
[
1 + (fa,i − fa,0)
(
a1 + b1 lnT
+
i + (c1 +
d1
T+i
)(θ+i − 0, 5)
)]
,
hi,0 =
M0
Mi
vc,i
vc,0
Zc, 0
Zc, i
[
1 + (fa,i − fa,0)
(
a2(θ
+
i + b2) + c2(θ
+
i + d2) lnT
+
i
)] (II.44)
avec, les coefficients regroupe´s dans le tableau II.4, et pour T+i et θ
+
i , les variables
borne´es {
T+i = min
[
2,max[T ∗i , 0, 5]
]
,
θ+i = min
[
2,max[θ∗i , 0, 5]
]
.
(II.45)
ou` la tempe´rature re´duite est donne´e par T ∗i = kBT/ii et le volume re´duit par
θ∗i = vi/vc,i
Table II.4 – Coefficients des facteurs de forme pour les C1-C20 paraffines.
a1= 0, 090569 a2= 0, 394901
b1 =−0, 862762 b2 =−1, 023545
c1 = 0, 316636 c2 =−0, 932813
d1=−0, 465684 d2=−0, 754639
Pour la viscosite´, le fluide re´fe´rence choisi par les auteurs est le me´thane pour
lequel ils proposent une expression de la viscosite´ en micro Poise selon la corre´lation
η0(ρ0, T0) = η1(T0) + η2(T0)ρ0 + η3(ρ0, T0) , (II.46)
base´e sur les fonctions
η1(T0) =
9∑
k=1
ckT
k−4
3
0 ,
η2(T0) =b1 + b2[b3 − ln
(T0
b4
)
] ,
η3(ρ0, T0) = exp
(
a1 +
a2
T0
)
[exp(ρ0,10
(
a3 +
a4
T
3
2
0
)
+ ρ0,50
(ρ0
ρc
− 1)(a5 + a6
T0
+
a7
T 20
)
)− 1] .
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Dans les dernie`res expressions les masses volumiques sont e´value´es en g.cm−3 et
les tempe´ratures en K avec les coefficients du me´thane donne´ dans le tableau II.5.
Table II.5 – Parame`tre pour l’e´valuation de la viscosite´ du fluide de re´fe´rence
(me´thane).
i ai bi ci
1 -1,0239160427 · 101 1,6969859271 2,907741307 · 106
2 1,7422822961 · 102 -1,3337234608 · 10−1 -3,312874033 · 106
3 1,7460545674 · 101 1,4 1,608101838 · 106
4 -2,847638289 · 103 1,68 · 102 -4,331904871 · 105
5 1,3368502192 · 10−1 7,062481330 · 104
6 1,4207239767 · 102 -7,116620750 · 103
7 5,0020669720 · 103 4,325174400 · 102
8 -1,445911210 · 101
9 2,037119479 · 10−1
Les parame`tres de me´lange sont obtenus par des lois de me´lange suivantes
σ3m =
ne∑
k=1
ne∑
l=1
XkXlσ
3
kl , (II.47)
mσ
3
m =
ne∑
k=1
ne∑
l=1
XkXlklσ
2
kl , (II.48)
hm,0 =
ne∑
k=1
ne∑
l=1
XkXlhkl,0 , (II.49)
fm,0hm,0 =
ne∑
k=1
ne∑
l=1
XkXlfkl,0hkl,0 , (II.50)
Mm
1
2h
4
3
m,0f
1
2
m,0 =
ne∑
k=1
ne∑
l=1
XkXlMkl
1
2h
4
3
kl,0f
1
2
kl,0 , (II.51)
hij,0 =
1
8
(
h
1
3
i,0 + h
1
3
j,0
)3
, (II.52)
fij,0 =
(
fi,0fj,0
) 1
2 , (II.53)
Mij = 2
MiMj
Mi +Mj
. (II.54)
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II.2.3 Coefficients de transport d’e´nergie
Nous avons choisi la corre´lation propose´e par Chung [CALS88] pour la mode´lisation
de la conductivite´ thermique λ.
La conductivite´ thermique de la i-e`me espe`ce dans la limite des gaz dilue´s est
propose´e sous une forme qui de´pend explicitement de la viscosite´ de cisaillement de
l’espe`ce η0i
λ0i = 7, 452
η0i
Mi
Φ , (II.55)
En injectant directement les re´sultats obtenus par Chung et al. pour la viscosite´ de
cisaillement dans l’expression de la conductivite´ thermique (II.55) on obtient
λ0i = (198, 89× 10−6)
√
T
σ2i Ω
(2,2)∗
ii
√
Mi
ΦFc , (II.56)
ou` la masse molaire Mi de la i-e`me espe`ce est exprime´e en g.mol
−1, la tempe´rature
T en degre´ Kelvin, le parame`tre de distance σi du potentiel intermole´culaire en
A˚. L’inte´grale de collision re´duite Ω
(2,2)∗
ii est ici comple´te´e par rapport au gaz de
Lennard-Jones (II.40) et prend la forme
Ω
(2,2)∗
ii =
ALJ(
T ∗
)BLJ + CLJexp(DLJT ∗) + ELJexp(FLJT ∗) +G(T ∗)BLJ sin(S(T ∗)W −H) ,
(II.57)
ou` l’on conserve les valeurs des coefficients existants et ou` les nouveaux parame`tres
sont donne´s par 
G = −6, 435× 10−4 ,
H = 7, 27371 ,
S = 18, 0323 ,
W = −0, 76830 .
(II.58)
Dans l’expression (II.55), Φ est une fonction de´pendant du facteur acentrique fa,i de
l’espe`ce, de la chaleur massique a` volume constant cv,i et de la tempe´rature re´duite
T ∗ = kBT/ii comme
Φ = 1 + α
0, 215 + 0, 28288α− 1, 061β + 0, 26665Z
0, 6366 + βZ + 1, 061αβ
, (II.59)
ou` les parame`tres α, β, et Z suivent les relations
α =
Micv,i
R
− 3
2
,
β = 0, 7862− 0, 7109fa,i + 1, 3168f 2a,i ,
Z = 2, 0 + 10, 5T ∗2 .
(II.60)
La quantite´ Fc permet de prendre en compte la complexite´ du potentiel inter-
mole´culaire par le biais du facteur acentrique fa,i, du moment dipolaire re´duit µr et
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d’un parame`tre κ traduisant la possibilite´ d’e´tablissement de liaison hydroge`ne au
sein du fluide
Fc = 1− 0, 2756fa,i + 0, 059035µ4r,i + κi . (II.61)
ou` le moment dipolaire re´duit est de´fini par
µr,i = 131, 3
µi
(θcTc)
1
2
(II.62)
expression dans laquelle le volume molaire critique est en cm3.mol−1, et le moment
dipolaire µr,i en Debye. Il est a` noter que les grandeurs critiques sont ici relie´es aux
parame`tres d’interaction mole´culaires par les relations Tc = 1, 2593
ii
kB
σ = 0, 809θ
1
3
c
. (II.63)
Le tableau II.6 pre´sente le parame`tre de liaison hydroge`ne pour quelques com-
pose´s.
Table II.6 – Parame`tres de liaison hydroge`ne pour quelques espe`ces.
Composant κ
methanol 0,215175
ethanol 0,174823
1-propanol 0,143453
2-propanol 0,143453
1-butanol 0,131671
2-methyl-1-propanol 0,131671
1-pentanol 0,121555
1-hexanol 0,114230
1-heptanol 0108674
acide ace´tique 0,091549
eau 0,075908
II.2.4 Coefficients de transport croise´ Soret-Dufour
Les couplages entre flux d’espe`ces et flux d’e´nergie apparaissent dans les effets
Soret et Dufour qui sont mode´lise´s par l’interme´diaire des coefficients thermodiffusifs
des espe`ces χi. On trouve peu de corre´lation haute pression pour ces coefficients.
On pourra noter les expressions propose´es par Kurochkin, Mararenko et Tirskii
[KMT84] sous la forme
χHPi = χ
KT
i +Xiχ˜i
Kur . (II.64)
Cependant la formulation propose´e pour les coefficients χ˜i
Kur n’est pas entie`rement
compatible avec la thermodynamique utilise´e et par conse´quent on se contentera
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d’utiliser les coefficients issus de la the´orie cine´tique des gaz dilue´s calcule´ avec
EGLIB sans utiliser de corre´lations haute pression.
On notera cependant que les coefficients de transport intervenant dans les effets
Soret et Dufour sont les termes thermodiffusifs θi des espe`ces i, 1 ≤ i ≤ ne de´finis
a` partir des coefficients de diffusion binaire pour lesquels on utilise une corre´lation
haute pression DHPij
θi =
ne∑
k=1
DHPik χ
KT
k (II.65)
II.3 Me´lange binaire
Dans le but de comprendre le lien entre le crite`re d’instabilite´ chimique et les
coefficients de transport, nous allons nous inte´resser au cas d’un me´lange binaire.
Il est en effet possible dans ce cadre de trouver une solution analytique pour les
coefficients de diffusions des espe`ces.
II.3.1 Coefficients de diffusion multiespe`ces dans un me´lange
binaire
On peut de´duire a` partir des proprie´te´s (II.27) de la matrice D des expressions
simples dans le cas d’un me´lange binaire. Le fait que Y appartienne au noyau de la
matrice D donne tout d’abord :
Y1D1,1 + Y2D1,2 = 0, (II.66)
Y1D2,1 + Y2D2,2 = 0. (II.67)
Par ailleurs D he´rite des proprie´te´s de ∆ et est e´galement syme´trique d’ou` :
D1,2 = D2,1. (II.68)
Par conse´quent la matrice D peut se re´e´crire avec un seul coefficient a` de´terminer
D12
D = −D12
( Y2
Y1
−1
−1 Y1
Y2
)
. (II.69)
En multipliant la matrice D par la matrice de Stefan-Maxwell de´finie en (II.26) on
obtient
∆D =
D12X1X2
DB12
( 1
Y1
− 1
Y2− 1
Y1
1
Y2
)
, (II.70)
En utilisant que le produit de ces deux matrices peut s’exprimer par (II.28)
∆D = 1 − Y ⊗ U , (II.71)
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on obtient l’expression de la matice D en fonction du coefficient de diffusion binaire
DB12, des masses molaires et des fractions massiques
D = DB12
M1M2
M2
( Y2
Y1
−1
−1 Y1
Y2
)
. (II.72)
II.3.2 E´cart aux gaz parfaits
De manie`re a` se concentrer sur le lien entre diffusion des espe`ces et stabilite´
chimique, il est possible, dans l’hypothe`se du faible nombre de Mach, de ne´gliger
l’effet de barodiffusion et les termes croise´s e´nergie-espe`ces. L’expression des flux de
diffusion (II.12) s’e´crit alors sous la forme simplifie´e
Ji =
2∑
j,k=1
−ρYiDij
(
MYjΛ¯jk∇Yk
)
(II.73)
ou` l’on a de´fini la matrice Λ¯ au chapitre pre´ce´dent par Λ¯ij = ∂¯
2
YiYj
g(P, T, Y1, · · · , Yne)/RT .
Dans le cadre d’un me´lange binaire on peut donner l’expression de´veloppe´e du
flux de diffusion des espe`ces
J1 = −ρY1
[
D11M1X1
(
Λ¯11∇Y1 + Λ¯12∇Y2
)
+D12M2X2
(
Λ¯21∇Y1 + Λ¯22∇Y2
)]
.
(II.74)
En utilisant le fait que Y1 + Y2 = 1, l’expression se simplifie et on obtient :
J1 = ρY1
[
D11M1X1
(
Λ¯11 − Λ¯12
)
+D12M2X2
(
Λ¯21 − Λ¯22
)]∇Y1. (II.75)
On a vu pre´ce´demment comment les coefficients de diffusion des espe`ces se sim-
plifiaient dans le cadre d’un me´lange binaire. La matrice Λ¯ posse`de des proprie´te´s
voisines de la matrice D et il est e´galement possible de faire des simplifications dans
l’expression de cette matrice. L’enthalpie libre g est 1-homoge`ne par rapport aux Yi
g(P, T, λY1, · · · , λYne) = λg(P, T, Y1, · · · , Yne) (II.76)
et les enthalpies libres spe´cifiques gi qui sont les de´rive´es partielles de g par rap-
port aux fractions massiques sont donc 0-homoge`nes. On a aussi pour les de´rive´es
partielles d’ordre 2 :
Λ¯Y = 0 (II.77)
La matrice Λ¯ est e´galement syme´trique, elle peut donc se re´ecrire pour un me´lange
binaire, de la meˆme fac¸on que la matrice de diffusion :
Λ¯ = −Λ¯12
( Y2
Y1
−1
−1 Y1
Y2
)
. (II.78)
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On utilise ensuite les expressions simplifie´es des coefficients de D et Λ¯ de´termine´es
dans les e´quations (II.72) et (II.78) pour les injecter dans l’expression du flux de
diffusion d’un me´lange binaire (II.75) :
J1 = ρY1
[
Y2
Y1
X1M1
(
Y2
Y1
+ 1
)
+X2M2
(
1 +
Y1
Y2
)]
Λ¯12D
B
12
Y1
Y2
X1X2∇Y1 (II.79)
L’expression des forces de diffusion devient apre`s simplification :
J1 = −ρΛ¯12DB12
M1M2
M
∇Y 1 = −ργ12DB12∇Y1 (II.80)
ou` l’on a introduit le parame`tre d’e´cart aux gaz parfait γ12
γ12 = Λ¯12
M1M2
M
=
∂µ2
∂Y1
M1
M
=
∂µ1
∂Y2
M2
M
. (II.81)
On peut ve´rifier que γ12 vaut bien 1 dans le cas des gaz parfaits ce qui permet
de retrouver la formulation traditionnelle suivant une loi de Fick. Ce parame`tre est
donc un bon indicateur de l’e´cart de la mode´lisation des flux non ide´aux par rapport
a` l’hypothe`se des gaz parfaits.
II.3.3 Lien entre stabilite´ thermodynamique et diffusion
On a vu au chapitre pre´ce´dent que la matrice Λ¯ devait eˆtre semi-de´finie positive
de noyau RY et ∂˜vP < 0 pour assurer la stabilite´ thermodynamique du me´lange.
Dans le cadre binaire, cette proprie´te´ peut directement se traduire par la positivite´
de γ12.
On peut ainsi voir directement le lien entre la stabilite´ thermodynamique et les
flux de diffusion. Lorsque le fluide se trouve dans un e´tat stable, γ12 > 0, les flux de
diffusion agissent de manie`re a` lisser les e´carts entre les fractions massiques en e´tant
dirige´s des fortes valeurs vers les faibles valeurs et donc inversement proportionnels
au gradient. Quand le fluide est dans un e´tat instable, γ12 < 0, les flux de diffusion
sont alors oriente´s sur les gradients de fractions massiques et ont donc un effet de
re´tro-diffusion qui a tendance a` creuser les diffe´rences si aucun autre terme vient
contre-balancer leur effet. Ce phe´nome`ne peut conduire a` une se´paration de phases
quand la transition devient infiniment fine. Les flux de diffusion non ide´aux pouvant
eˆtre de´duits de la thermodynamique hors e´quilibre il e´tait pre´visible et meˆme attendu
qu’ils puissent rendre compte de la de´composition spinodale lorsque l’entropie n’est
plus localement concave.
II.4 Couche de me´lange
De manie`re a` illustrer l’impact de la formulation du transport non ide´al sur la
diffusion des espe`ces, nous allons e´tudier un cas de couche de me´lange binaire sta-
tionnaire laminaire et non re´active. Les couches de me´lange sont particulie`rement
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e´tudie´es dans le cadre de la cryocombustion car elles donnent une premie`re mode´lisation
de l’injection des ergols dans la chambre de combustion. Ainsi les expe´riences ont
permis de mettre en e´vidence une diffe´rence de comportement entre les re´gimes sub-
critique et supercritique [MSSS96, HMASV+98, CTC02]. Le re´gime subcritique est
caracte´rise´ par une atomisation du jet sous forme de filaments puis de gouttes ou`
la force de tension de surface joue un roˆle important tandis qu’en re´gime supercri-
tique on assiste a` une transition de pseudo-e´vaporation domine´e par les phe´nome`nes
de diffusion. Les couches de me´lange ont e´galement e´te´ calcule´es nume´riquement
[HB00, OB02] en utilisant des flux non ideaux pour e´tudier la croissance des in-
stabilite´s longitudinales et transverses. L’e´tude du re´gime subcritique diphasique ne
sera pas faite dans cette partie. Nous allons principalement nous concentrer sur le
re´gime supercritique ou` la mode´lisation des flux de diffusion est cruciale puisque ces
derniers controˆlent la transition transcritique.
II.4.1 Simplification des e´quations de transport
De manie`re a` diminuer les couˆts de calcul on cherche a` re´duire la complexite´
de cette couche de me´lange. On se place donc dans l’approximation d’une couche
de me´lange plane bidimensionnelle qui a e´te´ utilise´e pour de´terminer des flux ther-
miques parie´taux dans les couche limites [Ill49, Ste49, CR55, Cas64, LN55]. La figure
Figure II.1 – Sche´ma de principe d’une couche de me´lange.
II.1 illustre la configuration classique des couches de me´lange ou` deux fluides super-
pose´s sont injecte´s paralle`lement a` des vitesses diffe´rentes. Un profil de vitesse se
de´veloppe alors entre les e´tats a` l’infini qui ne sont pas modifie´s par la pre´sence de
la couche de me´lange qui s’e´tend sur une e´paisseur δ qui croit avec l’abscisse l de la
couche de me´lange avec en premie`re approximation δ ∝
√
l.
Cela revient a` faire l’hypothe`se que la vitesse axiale est un ordre de grandeur plus
grand que la vitesse normale et que les variations des diffe´rentes grandeurs suivant
la normale au plan de me´lange sont aussi un ordre de grandeur plus e´leve´es que les
variations suivant la direction longitudinale.
Les e´quations de bilan qui gouvernent les couches de me´lange non ide´ales sta-
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tionnaires laminaires sont donne´es sous la forme
∂(ρu)
∂x
+
∂(ρv)
∂y
= 0 (II.82)
∂P
∂y
= 0 (II.83)
ρu
∂u
∂x
+ ρv
∂u
∂y
= −∂P
∂x
+
∂ [µ (∂u/∂y)]
∂y
(II.84)
ρu
∂Y1
∂x
+ ρv
∂Y1
∂y
=
∂
∂y
[
ρDB12γ12
∂Y1
∂y
]
(II.85)
ρu
∂ht
∂x
+ ρv
∂ht
∂y
=
∂
∂y
[
λ
∂T
∂y
+ µu
∂u
∂y
+ ρDB12γ12
2∑
k=1
hk
∂Yk
∂y
]
(II.86)
ou` x et y sont les directions longitudinale et normale, u et v les vitesses longitudinale
et normale, Yk les fractions massiques des espe`ces, ρ la densite´ , p la pression, ht
l’enthalpie totale, µ la viscosite´, λ le coefficient de diffusion de chaleur, Cp la capacite´
calorifique, DB12 le coefficient de diffusion binaire, γ12 le coefficient d’e´cart aux gaz
parfaits et hk les enthalpies spe´cifiques des espe`ces
On cherche des solutions autosimilaires du syste`me d’e´quations de couche de
me´lange compressible. Cette de´marche a e´te´ utilise´e pour e´tudier l’influence des
gradients de pression, de la tempe´rature de paroi et du nombre de Mach dans des
couches limites sur des plaques planes [CR55, LN55] ou` des couches de me´langes
supersoniques [KG94]. On pourra retenir de ces travaux deux approches principales.
La premie`re consiste a` chercher les solutions autosimilaires analogues au cas in-
compressible ou` la variables de similarite´ s’exprime sous la forme η = y/
√
x. La
seconde consiste a` conside´rer des e´coulements potentiels et pouvoir ainsi introduire
une fonction de courant ψ [Ill49, Ste49, Lev52, Lee53]. Le changement de variables
correspondant a` la seconde solution conduit a` η =
∫ y
0
ρdy′/
√
x et est de´taille´ en
annexe. Il est plus lourd et n’apporte pas de nouveaute´ a` l’e´tude de l’influence des
flux de diffusion non ide´aux. On se limitera donc au calcul avec le changement de
variables parabolique.
II.4.2 Changement de variables parabolique
Si l’on conside`re une couche limite telle que les conditions limites en y = ±∞
soient constantes, il est possible de chercher les solutions autosimilaires paraboliques
ne de´pendant que des variables {
ξ = x,
η = y/
√
x.
(II.87)
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La vitesse longitudinale, les fractions massiques, l’enthalpie et la masse volumique
sont recherche´es sous la forme :
Yi(x, y) = Yˆi(η) , i = 1, 2 ,
h(x, y) = hˆ(η) ,
ρ(x, y) = ρˆ(η)
u(x, y) = uˆ(η) ,
v(x, y) = vˆ(ξ, η) .
(II.88)
On notera qu’il n’est pas ne´cessaire de spe´cifier davantage la forme de la vitesse
transverse. L’e´quation de conservation de la masse (II.82) peut alors se re´e´crire
∂xξ∂ξ(ρˆuˆ) + ∂xη∂η(ρˆuˆ) + ∂yξ∂ξ(ρˆvˆ) + ∂yη∂η(ρˆvˆ) = 0 , (II.89)
compte tenu du changement de variables retenu
∂ξ(ρˆuˆ)− η
2ξ
∂η(ρˆuˆ) +
1√
ξ
∂η(ρˆvˆ) = 0 . (II.90)
Les de´rive´es partielles vis a` vis de ξ s’annulent compte tenu de la forme autosimilaire
retenue. L’e´quation de conservation de la masse devient
∂η
(
ρˆ(
√
ξvˆ − 1
2
ηuˆ)
)
+
1
2
ρˆuˆ = 0 , (II.91)
qu’on peut re´e´crire en introduisant fˆ = ρˆ(ηuˆ − 2√ξvˆ). On obtient alors le jeu
d’e´quations pour la conservation de la masse, de l’impulsion transverse et longitu-
dinales, des fractions massiques des espe`ces et de l’enthalpie totale
∂ηfˆ = ρˆuˆ , (II.92)
∂ηP = 0 , (II.93)
1
2
fˆ∂ηuˆ = −∂η (µ∂ηuˆ) , (II.94)
1
2
fˆ∂ηYˆ1 = −∂η
(
ρDB12γ12∂ηYˆ1
)
, (II.95)
1
2
fˆ∂ηhˆt = −∂η
[
λ∂η∂Tˆ + µuˆ∂ηuˆ+ ρˆD
B
12γ12
2∑
k=1
hˆk∂ηYˆk
]
. (II.96)
Le syste`me parabolique donne imme´diatement l’expression de la vitesse par
vˆ =
1
2ρˆ
√
ξ
(
ηuˆ− fˆ
)
. (II.97)
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II.4.3 Conditions aux limites
Le syste`me d’e´quations ne´cessite huit conditions limites : une pour la pression
ambiante P∞, deux pour la vitesse longitudinale, deux pour les fractions massiques
(en binaire) et deux pour l’e´nergie, via la tempe´rature. On choisit des conditions de
type Dirichlet.
Tˆ (+∞) = T up, Tˆ (−∞) = T do
Yˆi(+∞) = Y upi , Yˆi(−∞) = Y doi , 1 ≤ i ≤ ne
uˆ(+∞) = T up, uˆ(−∞) = udo
A ces sept conditions s’ajoute la ne´cessite´ de fixer fˆ . Ce dernier degre´ de liberte´
correspond a` figer la translation suivant la direction η. On trouve plusieurs solutions
dans la litte´rature. On peut par exemple imposer la valeur du potentiel en un point.
Ou l’on peut utiliser la condition limite propose´e par Ting [TR59, TR67] qui repose
sur un e´quilibre entre les conditions limites entre plus et moins l’infini ou encore les
conditions de Hayakawa et Unny [HU73, UH74]. Nous avons retenu la solution de
Ting qui s’exprime pour deux e´coulement subsonique par(
ρˆuˆvˆ√
1−M2
)
−∞
+
(
ρˆuˆvˆ√
1−M2
)
+∞
= 0 (II.98)
II.5 Simulation nume´rique d’une couche de
me´lange binaire auto-similaire
Les e´quations (II.92) a` (II.92) sont imple´mente´es dans un solveur monodimen-
sionnel qui utilise les diffe´rences finies sur une grille de´cale´e. Elles sont re´solues
par une me´thode de type Newton-Raphson. On utilise une version gaz re´el de la
bibliothe`que CHEMKIN pour l’e´valuation de la thermodynamique et une version
e´galement gaz re´el de la bibliothe`que EGLib [EG94, EG95, EG96, EG] qui est opti-
mise´e pour le calcul vectoriel. Les corre´lations gaz denses des coefficients de trans-
port sont e´value´es avec l’approche de Kurochkin [KMT84] pour les coefficients de
diffusion d’espe`ces binaire, avec la me´thode de Chung pour la diffusion thermique
[CALS88] et celle d’Ely et Hanley pour la viscosite´ [EH81].
On cherche ici a` mettre en avant l’importance des flux de diffusion non ide´aux au
voisinage de l’instabilite´ thermodynamique. Dans le cadre d’un me´lange binaire, il est
possible de mesurer leur influence via le parame`tre d’e´cart aux gaz parfaits γ12. Dans
cette e´tude on conside`re deux configurations, l’une ou` l’on utilise la formulation non
ide´ale des flux de diffusion qui consiste a` laisser le parame`tre γ12 libre et a` l’e´valuer
a` partir de l’e´tat thermodynamique local et dans la deuxie`me on impose γ12 = 1 ce
qui revient a` utiliser la formulation classique des e´quations de transport.
II.5.1 Couche de me´lange de re´fe´rence non cisaille´e H2 −N2
On s’inte´resse a` des couches de me´lange a` 100 atm entre de l’hydroge`ne et de
l’azote. Ce choix repose sur les expe´riences de Eubanks [Eub57] qui ont permis
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de mettre en e´vidence l’existence des instabilite´s de nature chimique, instabilite´s
e´galement pre´dites par les e´quations cubiques.
On cherche dans un premier temps a` e´tudier l’effet de la diffusion non ide´ale
dans une couche de me´lange non-cisaille´e entre de l’hydroge`ne et de l’azote pur a`
une pression de 100 atm.
En fonction des conditions thermodynamiques, l’amplitude des variations du
coefficient γ12 sont diffe´rentes. On conside`re ainsi trois tempe´ratures T (±∞) = 122
K, 140 K et 160 K pour lesquelles le comportement non ide´al est plus ou moins
marque´ comme on peut le voir sur les profils de l’e´cart au gaz parfait dans la couche
de me´lange sur la figure II.2. Dans le cas a` 160 K, la valeur minimale de γ12 est de
0,7 tandis qu’elle chute a` 0,005 dans le cas a` 122 K.
Table II.7 – Conditions limites utilise´es a` 100 atm.
gauche droite
u (cm.s−1) 1,0 1,0
YH2 1,0 0,0
YN2 0,0 1,0
T (K)

160
140
122

160
140
122
 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
 1
-0.15 -0.1 -0.05  0  0.05  0.1  0.15
η
γ
1
2
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Figure II.2 – Couche de me´lange H2−N2 : P = 100 atm, Comparaison des profils
de l’e´cart aux gaz parfait a` T=160K a` gauche et T=122K a` droite.
Les profils de fraction molaire d’hydroge`ne et de tempe´rature avec et sans diffu-
sion non ide´ale a` T (±∞) =160 K sont repre´sente´s sur la figure II.3. Les deux formu-
lations conduisent a` des re´sultats quasiment identiques. Les profils de tempe´rature
pre´sentent pour les deux formulations une chute et le minimum est dans les deux
cas atteint lorsque la fraction molaire d’hydroge`ne est de 0,5. Cette chute est ca-
racte´ristique des lois de me´lange de gaz re´els. En effet lors du me´lange une e´nergie
de me´lange apparait. La conservation de l’e´nergie totale conduit a` une baisse de
l’e´nergie spe´cifique des espe`ces et donc une baisse de la tempe´rature. L’e´paisseur
caracte´ristique de la couche de me´lange est le´ge`rement plus faible dans le cas de
la formulation non ide´ale mais reste du meˆme ordre de grandeur. Les meˆmes pro-
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Figure II.3 – Couche de me´lange H2−N2 a` 100 atm, T = 160 K avec ∇Yi ( ) et
γ12∇Yi ( ). Profils de fraction molaire d’hydroge`ne et de tempe´rature.
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Figure II.4 – Couche de me´lange H2−N2 a` 100 atm, T = 122 K avec ∇Yi ( ) et
γ12∇Yi ( ). Profils de fraction molaire d’hydroge`ne et de tempe´rature.
fils pour le cas ou` T (±∞) = 122 K sont repre´sente´s sur la figure II.4. Pour cette
tempe´rature le coefficient γ12 atteint un minimum de 0,005. A l’abscisse correspon-
dante sur le profil de fraction molaire d’hydroge`ne, la pente est quasiment verticale
pour la formulation non ide´ale des flux de diffusion tandis que le profil est presque
inchange´ par rapport au cas a` 160 K pour la formulation des flux ide´ale. Cette varia-
tion brutale de la fraction massique d’hydroge`ne dans le cas de la formulation non
ide´ale s’accompagne d’une rupture de pente sur le profil de tempe´rature. Ce point
est analogue a` la situation d’e´quilibre liquide vapeur.
Les trajectoires suivies par les six profils dans le diagramme des phases (XH2 , T )
sont repre´sente´es sur la figure II.5 en meˆme temps que la limite de stabilite´ du
me´lange H2−N2. On retrouve que dans le cas a` 160 K suffisamment e´loigne´ de la li-
mite de stabilite´ les deux trajectoires sont presque identiques tandis qu’a` 122 K elles
sont tre`s diffe´rentes. En particulier a` 122 K la trajectoire obtenue avec la formula-
tion non ide´ale est quasiment tangente avec la limite de stabilite´ thermodynamique
tandis que celle obtenue avec la formulation gaz parfait traverse cette limite. L’in-
stabilite´ thermodynamique n’est pas capture´e par la formulation classique des flux
de diffusion et n’a donc pas de conse´quence sur la structure. Par contre, quand la
formulation non ide´ale est utilise´e, les flux de diffusions diminuent au fur et a` me-
sure que la structure se rapproche de la zone instable jusqu’a` s’annuler. Les courbes
de niveau de γ12 et la zone instable sont e´galement repre´sente´es sur la figure II.5,
par exemple lorsque la trajectoire franchit la ligne de niveau γ12 = 0, 5 cela marque
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Figure II.5 – Couche de me´lange H2−N2 a` 100 atm, trajectoires avec ∇Yi ( ) et
γ12∇Yi ( ) , iso-γ12 ( ) et zone instable thermodynamiquement .
une diminution des flux de diffusion des espe`ces de moitie´ par rapport a` ce qu’ils
auraient e´te´ avec une formulation classique. Cela produit un raidissement de la tran-
sition de l’hydroge`ne vers l’azote et dans le cas ou` la limite est franchie cela conduit
a` une de´composition spinodale du me´lange qui s’annonce de´ja` dans le cas a` 122 K.
Cette diminution des flux se fait progressivement. On peut aussi noter que le long
de la trajectoire obtenue avec la formulation non ide´ale le minimum du facteur γ12
the´orique est plus faible que celui obtenu le long de la trajectoire obtenu avec la
formulation non ide´ale. Les forces de diffusion non ide´ales ont donc un effet re´pulsif
vis a` vis de l’instabilite´ dans une certaine mesure. Cependant avec notre formulation
du solveur de couche limite il n’est pas possible de simuler des cas ou` le coefficient
γ12 devient nul ou ne´gatif. Dans cette situation un saut des fractions massiques ap-
parait a` l’abscisse ou` le coefficient s’annule et le solveur de Newton-Raphson utilise´
n’est plus capable de converger. Ce processus est cohe´rent avec la de´composition
spinodale, mais le proble`me devient alors mal pose´ en formulation monophasique
continue. Si l’on souhaite calculer ces cas, il est ne´cessaire de pouvoir simuler une
interface avec un saut des quantite´s e´tudie´es ou d’introduire une nouvelle force qui
pourra compenser la force de re´tro-diffusion lorsque la transition devient infiniment
fine.
II.5.2 Couche de me´lange cisaille´e H2 −O2
Il est ensuite possible de s’inte´resser a` des configurations repre´sentatives de l’in-
jection d’hydroge`ne et d’oxyge`ne par un injecteur coaxial. Sur des configurations
re´alistes, la forte disparite´ de vitesse entre l’oxyge`ne et l’hydroge`ne conduit a` une
couche de me´lange fortement cisaille´e. La couche de me´lange autosimilaire permet
d’e´tudier a` moindre couˆt un vaste ensemble de combinaison de conditions limites.
En particulier on s’est inte´resse´ a` deux re´gimes de pression, le premier a` une pression
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de 100 bar tre`s supe´rieure aux pressions critique de l’oxyge`ne et de l’hydroge`ne et
le second a` une pression de 60 bar le´ge`rement supe´rieure a` la pression critique de
l’oxyge`ne. Dans chacun des re´gimes, on a fixe´ la tempe´rature d’injection de l’hy-
droge`ne a` 275 K tandis qu’on faisait varier la tempe´rature d’injection de l’oxyge`ne.
Couche de me´lange a` 100 bar
Les points de fonctionnement a` 100 bar sont re´sume´s dans le tableau II.8. Pour
chaque point de fonctionnement, on re´alise alors une simulation du profil de la couche
de me´lange autosimilaire avec et sans la mode´lisation non ide´ale des flux d’espe`ces.
Table II.8 – Conditions limites utilise´es a` 100 bar.
gauche droite
u (m.s−1) 10,0 200,0
YH2 0,0 1,0
YO2 1,0 0,0
T (K)

275
200
155
100
275
Les trajectoires correspondant aux points de fonctionnement a` 100 bar sont
repre´sente´es sur la figure II.6 avec la zone instable thermodynamiquement ainsi
que les lignes de niveau du crite`re γ12. Pour les cas de tempe´ratures d’injection de
l’oxyge`ne a` 275 K et 200 K les trajectoires sont e´loigne´es de la zone d’influence des
non-ide´alite´s des gaz re´els. Pour ces deux cas, les diffe´rences entre les formulations
ide´ale et non ide´ale des flux de diffusion ne sont pas marque´es. Dans le cas ou`
l’oxyge`ne est injecte´ a` une tempe´rature de 155 K, la trajectoire obtenue en diffusion
non ide´ale est tangente avec la limite de stabilite´ thermodynamique. Les profils de
fraction massique d’hydroge`ne, de tempe´rature, de vitesse et de masse volumique
sont repre´sente´s sur les figures II.7 et II.8. Les diffe´rences entre les formulations
ide´ale et non ide´ale des flux de diffusion sont alors visibles sur les profil de compo-
sition et de masse volumique. La tempe´rature de 155 K correspond d’ailleurs a` la
tempe´rature minimale pour lequel ce profil reste continu en formulation non ide´ale.
A l’abscisse η ' 0, 03, le profil de fraction volumique d’hydroge`ne est quasiment
vertical. A la meˆme abscisse, on observe une chute de tempe´rature qui correspond
aux conse´quences de l’enthalpie de me´lange et on peut e´galement voir une brisure
de pente nette sur les profils de masse volumique. Pour des tempe´ratures d’injec-
tion de l’oxyge`ne infe´rieures a` 155 K, la formulation des flux non ide´ale conduit
a` une de´composition spinodale. Il est cependant possible d’utiliser la formulation
classique a` des tempe´ratures infe´rieures. La trajectoire pour une tempe´rature de 100
K est d’ailleurs repre´sente´e sur la figure II.6 ou` l’on peut voir qu’elle traverse la zone
instable sans conse´quence.
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Figure II.6 – Couche de me´lange H2 −O2 a` 100 bar, trajectoires avec ∇Yi ( ) et
γ12∇Yi ( ) , iso-γ12 ( ) et zone instable thermodynamiquement .
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Figure II.7 – Couche de me´lange H2 −O2 a` 100 bar, T = 155 K avec ∇Yi ( ) et
γ12∇Yi ( ). Profils de fraction molaire d’hydroge`ne et de tempe´rature.
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Figure II.8 – Couche de me´lange H2 −O2 a` 100 bar, T = 155 K avec ∇Yi ( ) et
γ12∇Yi ( ). Profils de vitesse et de masse volumique.
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Couche de me´lange a` 60 bar
Les points de fonctionnement a` 60 bar sont pre´sente´s dans le tableau II.9. Comme
pour le cas a` 100 bar, on e´tudie l’influence de la tempe´rature d’injection de l’oxyge`ne.
Table II.9 – Conditions limites utilise´es a` 60 bar.
gauche droite
u (m.s−1) 10,0 200,0
YH2 0,0 1,0
YO2 1,0 0,0
TO2 (K)

275
200
160
125
275
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Figure II.9 – Couche de me´lange H2 − O2 a` 60 bar, trajectoires avec ∇Yi ( ) et
γ12∇Yi ( ) , iso-γ12 ( ) et zone instable thermodynamiquement .
De fac¸on analogue au cas a` 100 bar, les trajectoires a` 60 bar sont repre´sente´es
sur la figure II.9. On peut remarquer que la forme de la zone instable est diffe´rente
de celle a` 100 bar en e´tant plus pointue et situe´e plus proche des faibles valeurs de
fraction massique d’hydroge`ne. Aucune des deux zones n’est incluse dans l’autre. Par
ailleurs les lignes de niveau du crite`re d’e´cart aux gaz parfait sont plus rapproche´es de
la zone instable dans le cas a` 60 bar que dans le cas a` 100 bar. La zone d’influence
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de la diffusion non ide´ale augmente donc avec la pression. Ce re´sultat n’est pas
comple`tement surprenant e´tant donne´ que dans la limite des faibles pressions et
hautes tempe´ratures les flux de diffusion non ide´aux sont e´quivalent aux flux ide´aux
par construction.
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Figure II.10 – Couche de me´lange H2 − O2 a` 60 bar, TO2 = 160 K avec ∇Yi ( )
et γ12∇Yi ( ). Profils de fraction molaire d’hydroge`ne et de tempe´rature.
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Figure II.11 – Couche de me´lange H2 − O2 a` 60 bar, TO2 = 160 K avec ∇Yi ( )
et γ12∇Yi ( ). Profils de vitesse et de masse volumique.
Pour des tempe´ratures d’injection de 275 K et 200 K les profils en diffusion ide´ale
et non ide´ale se superposent presque. Comme dans le cas a` 100 bar, il existe une
tempe´rature minimale de 159,5 K avant de rencontrer une de´composition spinodale
avec la formulation non ide´ale. On trace sur les figures II.10 et II.11, les profils de
fraction molaire d’hydroge`ne, de tempe´rature, de vitesse et de masse volumique pour
une tempe´rature de 160 K voisine de la limite infe´rieure. Bien qu’on soit en limite
de stabilite´, les diffe´rences entre les formulations ide´ale et non ide´ale sont moins
marque´es qu’a` 100 bar.
Il est possible d’utiliser les flux de diffusion ide´aux a` des tempe´ratures infe´rieures
a` 159,5 K, cependant cela conduit a` des trajectoires non-physiques dans le dia-
gramme des phases comme repre´sente´ sur la figure II.12 avec des variations bru-
tales de tempe´ratures qui ne correspondent pas aux conse´quences de l’enthalpie de
me´lange. Une e´tude du phe´nome`ne nous a montre´ que cela e´tait duˆ au rapproche-
ment de la limite de stabilite´ me´canique ∂vP = 0 qui conduit a` des expressions
des enthalpies spe´cifiques des espe`ces qui divergent. Or ces dernie`res interviennent
directement dans la formulation des flux de diffusion qui explosent par conse´quent
a` leur tour.
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Figure II.12 – Couche de me´lange H2 −O2 a` 60 bar, trajectoires avec ∇Yi ( ) et
γ12∇Yi ( ) , iso-γ12 ( ) et zone instable thermodynamiquement .
II.6 Simulation nume´rique d’une couche de
me´lange binaire bidimensionnelle
De manie`re a` valider l’approche monodimensionnelle autosimilaire, nous avons
e´galement utilise´ un solveur bidimensionnel. Ce dernier, plus cher, n’offre pas les
meˆmes possibilite´s d’e´tudes parame´triques que le solveur monodimensionnel ni le
meˆme degre´ de discre´tisation spatiale.
En utilisant les re´sultats obtenus avec la solution auto-similaire nous avons
cherche´ a` comparer la diffusion non ide´ale a` la diffusion classique sur une couche
de me´lange entre de l’hydroge`ne et de l’azote a` une pression de 100 atm et une
tempe´rature de 130 K.
II.6.1 Discre´tisation du proble`me sur une grille de´cale´e
Les e´quations (II.1) a` (II.6) sont discre´tise´es sur une grille de´cale´e pre´sente´e sur
la figure II.13. Les donne´es thermodynamiques de pression, tempe´rature et composi-
tion sont de´finies au centre des cellules tandis que les vitesses sont de´localise´es sur les
faces. Cela permet de garder un syste`me d’e´quations globalement compact, en par-
ticulier pour les gradients pression. On utilise un solveur de Newton-Raphson pour
obtenir une solution stationnaire. L’inversion de la matrice Jacobienne du syste`me
est faite par un algorithme ite´ratif de minimisation des re´sidus GMRES [SS86].
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Figure II.13 – Grille de´cale´e utilise´e pour la couche de me´lange bidimensionnelle.
II.6.2 Conditions aux limites
Conditions en entre´e
On utilise en entre´e des conditions de Dirichlet pour la tempe´rature, la compo-
sition et la vitesse longitudinale, et une condition de Neumann sur la vitesse trans-
verse. Les e´quations de conservation de la masse sont exprime´es au demi-point ce
qui revient a` supposer que les de´rive´es d’ordre deux s’annulent. On impose les profils
de composition et de vitesse longitudinale obtenus avec la solution autosimilaire de
manie`re a` la laisser croitre avec le solveur bidimensionnel. Le profil de tempe´rature
e´tant cependant trop raide pour la discre´tisation utilise´e, on lui a pre´fe´re´ un profil
uniforme. 
T entree = 130 K,
ventree = vautosimilaire,
∂yu
entree = 0 s−1
Y entreei = Y
autosimilaire
i , i = H2,N2,
∂2yyρ = 0 kg.m
−2
(II.99)
Conditions en sortie
On utilise en sortie une condition de Dirichlet sur la pression avec un profil
uniforme. On utilise sur les autres variables des conditions de Neumann.
∂yT
sortie = 0 K.m−1,
∂yv
sortie = 0 s−1,
∂yu
sortie = 0 s−1,
∂yY
sortie
i = 0 m
−1, i = H2,N2,
P sortie = 100 atm
(II.100)
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Conditions aux bords
On impose des conditions de Neumann pour la pression et des conditions de
Dirichlet pour les autres variables, en imposant les conditions a` l’infini correspondant
aux fluides non-perturbe´s par la couche de me´lange et la vitesse transverse est donc
nulle. 
T bas = 130 K, T haut = 130 K,
vbas = 0, 01 m.s−1, vhaut = 0, 01 m.s−1,
ubas = 0 m.s−1, uhaut = 0 m.s−1,
Y basH2 = 1, Y
haut
H2
= 0,
Y basN2 = 0, Y
haut
N2
= 1,
∂xP
bas = 0 atm.m−1, ∂xP haut = 0 atm.m−1,
(II.101)
II.6.3 Structure de la couche de me´lange bidimensionnelle
Le champs de fraction molaire d’hydroge`ne obtenu avec le solveur bidimensionnel
pour la diffusion ide´ale est pre´sente´ en figure II.14 tandis que celui en diffusion non
ide´ale est repre´sente´ sur la figure II.15
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Figure II.14 – Fraction molaire d’hydroge`ne avec la diffusion classique en ∇Yi.
Une comparaison qualitative de ces deux champs permet de voir qu’en diffusion
non ide´ale les espe`ces diffusent moins et qu’ainsi l’e´paisseur de la couche de me´lange
reste plus faible que celle obtenue en diffusion classique. En particulier les fractions
molaires me´dianes repre´sente´es dans les tons de vert sont presque absentes en diffu-
sion non ide´ale alors qu’elles occupent une part importante du champ en diffusion
classique.
De manie`re a` faire une e´tude quantitative entre ces deux re´sultats nous avons
re´alise´ des coupes suivant trois plans longitudinaux. Ces derniers sont marque´s sur
les figures II.14 et II.15 en trait plein et pointille´s. Les profils de fractions molaires
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Figure II.15 – Fraction molaire d’hydroge`ne avec la diffusion non ide´ale a` partir
des γ12∇Yi.
d’hydroge`ne ainsi extraits sont repre´sente´s sur la figure II.16 en fonction des co-
ordonne´es radiales et sur la figure II.17 en utilisant la coordonne´es autosimilaire
η = x/
√
y + y0. Les profils en diffusion ide´ale sont trace´s en rouge et ceux en diffu-
sion non ide´ale en bleu. La nature du trait, plein ou pointille´, correspond aux traits
utilise´s pour marquer ces plans de coupes sur les figures II.14 et II.15 .
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Figure II.16 – Profils de la fraction molaire d’hydroge`ne en fonction de l’abscisse
radiale ∇Yi ( ) et ∇(gi/T ) ( ).
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Repre´sente´s en fonction de l’abscisse radiale, ces profils confirment que la dif-
fusion non ide´ale est plus faible que la diffusion classique au voisinage de la zone
d’instabilite´. Les profils non ide´aux a` meˆme abscisse longitudinale e´tant plus raides.
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Figure II.17 – Profils de la fraction molaire d’hydroge`ne en fonction de l’abscisse
autosimilaire ∇Yi ( ) et ∇(gi/T ) ( ).
Le trace´ en coordonne´e autosimilaire montre de fac¸on nette que les champs de
fraction molaire suivent des profils paraboliques puisqu’avec ces coordonne´es les
profils se superposent. On notera une le´ge`re diffe´rence pour le profil en diffusion non
ide´ale proche de l’entre´e mais ce dernier est e´galement le profil le plus raide pour
lequel la diffusion nume´rique est la plus importante ce qui pourrait expliquer un
profil plus diffus. Ce re´sultat valide l’approche auto-similaire avec un changement
de variables parabolique utilise´e a` la section pre´ce´dente.
II.7 Conclusion
Les flux de diffusion non ide´aux conduisent dans le cas d’une instabilite´ chimique
a` une de´composition spinodale. Une interface apparait alors entre deux phases de
composition diffe´rente qui s’accompagne ge´ne´ralement d’un saut de densite´.
Lorsque l’interface apparait la formulation classique monophasique ne permet
plus de repre´senter le comportement du fluide. Cette situation posse`de de nom-
breuses similarite´s avec le cas d’une interface liquide/vapeur.
Dans cette the`se nous avons donc e´tendu des solutions propose´es pour les in-
terfaces subcritiques pour pouvoir traiter des interfaces lie´es a` l’instabilite´ chi-
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mique mais aussi pour maitriser les instabilite´s thermodynamiques et les instabilite´s
nume´riques en re´gime supercritique.
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II.8 Annexes
II.8.1 Thermodynamique statistique hors e´quilibre
De manie`re a` de´terminer la forme ge´ne´rale des flux de diffusion de masse et
d’e´nergie, on peut revenir a` l’e´tude des processus microscopiques qui sont cache´s
sous la description macroscopique du syste`me. Les re´sultats pre´sente´s dans cette
annexes sont en grande partie due aux travaux de Joel Keizer [Kei87]. On reprend
la situation de deux re´acteurs homoge`nes des e´tats Ξ1 = (V1, E1,M11, · · · ,M1ne)
et Ξ2 = (V2, E2,M21, · · · ,M2ne) qui peuvent e´changer de la masse et de l’e´nergie.
L’entropie totale des deux syste`mes est obtenue en faisant une simple somme des
entropies extensives respectives :
Stot(Ξ1,Ξ2) = S(Ξ1) + S(Ξ2), (II.102)
On cherche a` e´valuer les conse´quences macroscopiques de l’e´volution stochas-
tique des micro-etats microscopiques. On conside`re un processus microscopique q
qui conduit a` des e´changes de masse et d’e´nergie entre deux re´acteurs homoge`nes 1
et 2 pour passer d’un e´tat + a` un e´tat -. Le processus q peut eˆtre de´compose´ en un
processus direct q+ qui repre´sente la transition d’un cluster re´actionnel (Ξ1+,Ξ2+)
vers le cluster (Ξ1−,Ξ2−) et un processus inverse q− qui repre´sente la transition du
cluster (Ξ1−,Ξ2−) vers (Ξ1+,Ξ2+)
(Ξ1+,Ξ2+)
q+

q−
(Ξ1−,Ξ2−). (II.103)
Lors du processus direct q+ les variations des grandeurs extensives du sous-syste`me
1 sont donne´es par le vecteur
(ωq)1 =
(
Ξ1− − Ξ1+) , (II.104)
et celle du sous-syste`me 2 par
(ωq)2 =
(
Ξ2− − Ξ2+) . (II.105)
La conservation de masse et d’e´nergie donne la relation suivante
(ωq)1 + (ωq)2 = 0. (II.106)
La probabilite´ que le processus q+ se re´alise, est donne´e par le taux de transition
V +q qui s’exprime, a` l’ordre un du de´veloppement en se´rie de Taylor de l’entropie,
par
V +q (Ξ
1,Ξ2) = Ωq exp
(
−∂ΞS(Ξ
1).Ξ1+ + ∂ΞS(Ξ
2).Ξ2+
kB
)
, (II.107)
ou` Ωq est un taux de transition intrinse`que. De fac¸on analogue, on de´finit le taux
de transition V −q associe´ au processus inverse q
− par
V −q (Ξ
1,Ξ2) = Ωq exp
(
−∂ΞS(Ξ
1).Ξ1− + ∂ΞS(Ξ2).Ξ2−
kB
)
. (II.108)
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On se place dans le cadre de re´acteurs de petite taille ∆ dont les e´tats sont voisins.
Il est alors possible de line´ariser les expressions (II.107) et (II.108) en introduisant
la de´rive´e spatiale ∂n suivant la normale n du re´acteur 1 vers le re´acteur 2 et l’e´tat
moyen entre les deux re´acteurs Ξ12 = (Ξ1 + Ξ2)/2
V ±q (Ξ
1,Ξ2) = Ωq exp
[
− 1
kB
(
∂ΞS(Ξ
12).(Ξ1± + Ξ2±) + ∆∂n(∂ΞS(Ξ12)).
Ξ2± − Ξ1±
2
)]
.
(II.109)
La conservation de la masse et de l’e´nergie assure Ξ1+ + Ξ2+ = Ξ1− + Ξ2− en
introduisant la notation Ω˜q de´finie par
Ω˜q = Ωq exp
(
− 1
kB
∂ΞS(Ξ
12).(Ξ1+ + Ξ2+)
)
, (II.110)
il est possible de simplifier l’expression (II.109) en
V ±q (Ξ
1,Ξ2) = Ω˜q exp
(
− ∆
kB
∂n(∂ΞS(Ξ
12)).
Ξ2± − Ξ1±
2
)
. (II.111)
D’apre`s Keizer, la dissipation associe´e aux processus q+ et q− est donne´e pour
le re´acteur 1 par
(∂tΞ
1)q,dis = (V
+
q − V −q )(ωq)1. (II.112)
Si l’on injecte les expressions des taux de transition V +q et V
−
q donne´es en (II.111)
et qu’on effectue une line´arisation des exponentielles
(∂tΞ
1)q,dis w
Ω˜q∆
kB
∂n(∂ΞS(Ξ
12)).
Ξ2− − Ξ1 − Ξ2+ + Ξ1+
2
(ωq)1 (II.113)
wΩ˜q∆
kB
∂n(∂ΞS)(Ξ
12)(ωq)1 ⊗ (ωq)t1. (II.114)
En faisant le bilan sur l’ensemble des processus e´le´mentaires q possibles, on peut
donner la forme ge´ne´rale du flux de dissipation
(∂tΞ
1)dis w
∑
q
Ω˜q∆
kB
∂n(∂ΞS(Ξ
12))(ωq)1 ⊗ (ωq)t1. (II.115)
On peut de´finir la matrice de Keizer de taille (ne + 1)× (ne + 1) de´finie comme
L =
∑
q
Ω˜q∆
kB
(ωq)1 ⊗ (ωq)t1. (II.116)
Cette de´finition met en e´vidence les proprie´te´s de la matrice de Keizer qui est
syme´trique semi-de´finie positive. Les coefficients de la matrice de Keizer sont ce-
pendant hors de porte´e compte tenu de notre connaissance de la matie`re et il est
donc ne´cessaire d’avoir recours a` un autre moyen pour les de´terminer.
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On peut exprimer la dissipation donne´e a` l’e´quation (II.115) sous la forme
(∂tΞ
1)dis w L∇ (∂ΞS) . (II.117)
En remplac¸ant dans cette expression les de´rive´es partielles de l’entropie par rapport
aux grandeurs extensives
∂ΞS = (−g1
T
, · · · ,−gne
T
,
1
T
), (II.118)
on obtient l’expression ge´ne´rale des flux
Ji = −
ne∑
k=1
Li,k∇
(gk
T
)
− Li,e∇
(
− 1
T
)
, 1 ≤ i ≤ ne, (II.119)
Q = −
ne∑
k=1
Le,k∇
(
−gk
T
)
− Le,e∇
(
− 1
T
)
. (II.120)
II.8.2 Thermodynamique des processus irre´versibles
La me´thode de de´termination des flux par la me´thode des processus irre´versibles
est une approche globale qui fournit des conditions ne´cessaires sur la forme des flux
pour respecter le second principe. Pour cela, il est ne´cessaire de calculer la production
d’entropie a` partir des e´quations de conservation de la masse (II.1), des espe`ces (II.2),
de la quantite´ de mouvement (II.5) et de l’e´nergie (II.6). Il est e´galement ne´cessaire
d’ajouter la relation de Gibbs qui permet d’obtenir une e´quation de conservation de
l’entropie
ρ
ds
dt
= −∇.S + ∆s , (II.121)
ou` S repre´sente le flux d’entropie et ∆s le terme de production d’entropie. Apre`s
quelques manipulations des e´quations, on obtient le flux d’entropie de´fini comme
S = 1
T
(
Q−
ne∑
i=1
Jigi
)
(II.122)
et le terme source d’entropie sous la forme
∆s = +
1
T
∇v : (−Π + PI) +∇
(
1
T
)
.Q+
ne∑
i=1
∇
(
−gi
T
)
.Ji . (II.123)
De manie`re a` ve´rifier le second principe dans les diffe´rentes configurations possibles
il faut avoir ∇v : (−Π + PI) ≥ 0 ,∇( 1
T
)
.Q+∑nei=1∇(−giT ) .Ji ≥ 0 , (II.124)
ou` l’on de´couple les phe´nome`nes visqueux des phe´nome`nes thermo-diffusifs.
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Une solution de ce proble`me est selon la the´orie des processus irre´versibles
[DGM84] sous la forme
Ji = −
ne∑
k=1
Li,k∇
(gk
T
)
− Li,e∇
(
− 1
T
)
, 1 ≤ i ≤ ne (II.125)
Q = −
ne∑
k=1
Le,k∇
(gk
T
)
− Le,e∇
(
− 1
T
)
, (II.126)
Π = PI − τ , (II.127)
ou` τ est le tenseur des contraintes visqueuses e´value´ a` partir des viscosite´s de ci-
saillement η et volumique κˆ.
τ = (κˆ− 2
3
η)∇ · v I + η(∇v + (∇v)t) , (II.128)
La matrice L doit eˆtre syme´trique et semi-de´finie positive de noyau R(1, ..., 1, 0)t de
manie`re a` garantir la conservation de la masse Cette approche ne donne cependant
pas les constantes intervenant dans ces flux qui ne peuvent eˆtre de´termine´es que par
une description physique des phe´nome`nes a` l’e´chelle mole´culaire.
II.8.3 Couche de me´lange a` e´coulements potentiels
Pour re´soudre le proble`me de couche de me´lange monodimensionnelle autosimi-
laire, Illingworth [Ill49] et Stewartson [Ste49] ont propose´ une me´thode inspire´e de
la re´solution des couche limites incompressibles avec les e´coulements potentiels.
Le potentiel ψ ve´rifie
∂ψ
∂y
= ρu, (II.129)
−∂ψ
∂x
= ρv, (II.130)
et l’e´quation de conservation de la masse (II.82) est automatiquement ve´rifie´e.
On cherche les solutions auto-similaires du proble`me de couche limite de manie`re
a` se ramener a` un proble`me mono-dimensionnel. En suivant les travaux de Li [LN55],
on effectue le changement de variables
ξ = ξ(x) = x (II.131)
η = η(x, y) (II.132)
ou` ξ est la nouvelle coordonne´e longitudinale et η est la variable de similarite´. Par
la suite les indices ξ et η seront utilise´s pour marquer les de´rive´es partielles dans ce
nouveau jeu de variables. On suit e´galement les hypothe`ses propose´es par Li sur la
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forme du potentiel, des champ de vitesse, de fractions massiques et d’enthalpie avec
des e´tats en plus et moins l’infini uniformes :
ψ(x, y) = N(x)fˆ(η)
u(x, y) = fˆ ′(η)
Yi(x, y) = Yˆi(η) , i = 1, 2
ht(x, y) = hˆt(η)
(II.133)
ou` N est une fonction qu’il reste a` de´terminer pour satisfaire l’hypothe`se d’auto-
similarite´. En combinant la de´finition du potentiel II.129 et le nouveau changement
de variables, on obtient :
ρfη(ξ, η) = ρu =
∂ψ
∂y
= N(x)
∂η
∂y
fη(ξ, η). (II.134)
Ce qui par simplification conduit a` :
∂η
∂y
=
1
N(x)
ρ. (II.135)
En inte´grant suivant y on trouve l’expression de la variable de similarite´ :
η =
1
N(x)
∫ y
0
ρdy. (II.136)
En inte´grant les changements de variables dans l’e´quation de quantite´ de mouvement
longitudinale, on obtient apre`s quelques e´tapes de calcul :
1
N2
(µρfηη)η +
1Nx
N
ffηη1− 1
ρ
∂P
∂x
= ξx(fηfξη − fξfηη) (II.137)
ou` l’on n’a pas marque´ explicitement les de´pendances des diffe´rentes fonctions.
On ne cherche que les solutions auto-similaires du proble`me donc f = f(η) ce
qui e´limine les de´rive´es partielles de f par rapport a` la coordonne´e ξ ce qui conduit
a` l’e´quation :
1
N2
(µρfηη)η +
1Nx
N
ffηη = 0 (II.138)
Les conditions de similitude imposent :
NNx = constante (II.139)
d’ou` en prenant une constante de 1 et en inte´grant
N(x) =
√
x (II.140)
Ce qui donne l’expression de la variable de similarite´ :
η =
1√
x
∫ y
0
ρdy′. (II.141)
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On retrouve dans le cas de densite´ constante une forme analogue au changement de
variable parabolique classique η = y/
√
x.
Le syste`me d’e´quations de conservation associe´ a` ce changement de variable est
alors
∂ηP = 0 , (II.142)
1
2
fˆ∂ηηfˆ = −∂η
(
µρˆ∂ηηfˆ
)
, (II.143)
1
2
fˆ∂ηYˆ1 = −∂η
(
ρˆ2DB12γ12∂ηYˆ1
)
, (II.144)
1
2
fˆ∂ηhˆt = −∂η
[
ρˆλ∂ηTˆ + ρˆµ∂ηfˆ∂ηηfˆ + ρˆ
2DB12γ12
2∑
k=1
hˆk∂ηYˆk
]
. (II.145)
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Chapitre III
Me´thode d’interface
diffuse de type second
gradient
Les instabilite´s thermodynamiques sont fre´quemment rencontre´es dans le cadre
de la combustion cryotechnique. En effet, le combustible et le comburant sont stocke´s
a` de tre`s faibles tempe´ratures pour des raisons d’encombrement. L’oxyge`ne en parti-
culier arrive dans la chambre de combustion sans s’eˆtre re´chauffe´ lors de son passage
par les turbopompes. Il est donc injecte´ soit sous forme liquide pour des pressions
subcritiques soit sous la forme d’un fluide dense pour des pressions de chambre
supercritiques. Lorsqu’il est injecte´ sous forme liquide, il rencontre ne´cessairement
l’instabilite´ me´canique en se re´chauffant jusqu’a` sa tempe´rature de saturation. Pour
les moteurs fonctionnant a` des pressions nominales supercritiques, les instabilite´s
thermodynamiques sont rencontre´es pendant la monte´e en pression de la phase d’al-
lumage, lorsque les ergols froids sont en contact au niveau de l’injection, ou en
fonctionnement nominal quand l’eau cre´e´e dans la flamme diffuse vers l’oxyge`ne
froid.
De fac¸on a` pouvoir simuler l’ensemble du cycle de fonctionnement d’un moteur
cryotechnique fonctionnant a` des pressions supercritiques, nous cherchons un mode`le
qui soit capable de traiter a` la fois les interfaces liquide/vapeur et les instabilite´s
thermodynamiques chimiques. La proble´matique de l’apparition d’une interface a
e´te´ tre`s e´tudie´e aux pressions subcritiques pour les interfaces liquide/vapeur. Il est
donc naturel de s’inspirer des solutions de´veloppe´es pour ce proble`me, pour ensuite
les e´tendre aux interfaces chimiques et au domaine supercritique.
Il existe cinq grandes cate´gories de me´thodes pour repre´senter des interfaces
liquide/vapeur. La premie`re me´thode consiste a` discre´tiser l’interface suivant des
points de re´fe´rence qui e´voluent de fac¸on lagrangienne [UT92, TBE+01]. La seconde
me´thode dite level-set de´finit l’interface comme une courbe de niveau correspondant
au ze´ro d’une fonction continue de´finie sur tout l’espace [SSO94, SFSO98, Set99,
DMP08]. La troisie`me me´thode dite volume of fluid (VoF) ajoute une fonction ca-
racte´ristique variant entre 0 et 1 entre les fluides de part et d’autre de l’interface.
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Cette nouvelle variable posse`de sa propre e´quation de transport et permet de recons-
truire le lieu de l’interface [HN81, LNS+94, KR95, GLN+99]. La quatrie`me approche
consiste a` introduire un terme correspondant a` une tension de surface volumique
dans la de´finition de l’e´nergie libre [vdW95, Kor01, CH58, AGW98]. Ce nouveau
terme repose en ge´ne´ral sur les gradients des grandeurs thermodynamiques d’ou` son
nom de me´thode de type second gradient. Enfin, la cinquie`me me´thode consiste a`
de´finir les deux fluides de part et d’autre de l’interface sur l’ensemble du domaine
e´tudie´ chacun occupant une fraction volumique de l’espace. Les fractions volumiques
passent alors de zero a` un a` la traverse´e de l’interface [BN86, KMB+01, SPA08]. Les
trois premie`res solutions conside`rent l’interface comme une surface par opposition
aux deux dernie`res qui s’appuient sur une repre´sentation de l’interface avec une
extension spatiale et sont appele´es me´thodes d’interface diffuse.
Nume´riquement, des difficulte´s peuvent apparaitre avant l’apparition de l’insta-
bilite´ physique. En effet, au voisinage de la zone instable les fortes non line´arite´s de
la thermodynamique et les forts gradients peuvent e´prouver les flux nume´riques et
les me´thodes de type volume fini. Nous souhaitons donc que la me´thode de´veloppe´e
soit non seulement capable de traiter correctement les interfaces quand elles sont
pre´sentes mais qu’elle soit e´galement capable de re´soudre les difficulte´s nume´riques.
Ces zones de forts gradients peuvent eˆtre dans une certaine mesure assimile´es a` des
interfaces diffuses. Nous avons donc se´lectionne´ et imple´mente´ les deux me´thodes
d’interfaces diffuses de second gradient et multifluide pour re´soudre des proble`mes
de combustion subcritique et supercritique.
Ce chapitre s’inte´resse particulie`rement a` la me´thode du second gradient, la
me´thode multifluide e´tant de´taille´e au chapitre V. La premie`re section abordera les
modifications induites par l’introduction d’une e´nergie volumique lie´e a` une tension
de surface volumique. Les sections suivantes donneront les expressions modifie´es
des flux de diffusion pour deux cas particuliers de l’expression de ce nouveau terme
d’e´nergie volumique dans le cadre de fluides compressibles multiespe`ces. On conclura
ce chapitre en e´tudiant le syste`me associe´ a` l’hypothe`se bas-Mach dans une interface
plane.
III.1 Le mode`le de van der Waals :
interface liquide/vapeur d’un corps pur
La me´thode d’interface de type second gradient a e´te´ introduite par van der Waals
en 1893 pour de´crire de manie`re continue les interfaces liquide-vapeur [vdW95].
Cette the´orie s’inspire des phe´nome`nes a` l’e´chelle mole´culaire ou` jouent les forces
capillaires. L’effet de ces dernie`res est introduit dans la description macroscopique
sous forme d’une e´nergie volumique. Dans le cadre de l’interface liquide vapeur van
der Waals a utilise´ une e´nergie volumique libre interne qui se de´compose en une
partie thermodynamique classique de´pendant des grandeurs locales et d’une partie
non locale e´value´e a` partir du gradient de densite´.
Cette vision d’une e´nergie libre non-locale a ensuite e´te´ de´cline´e par Cahn et
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Hilliard [CH58] pour de´crire un ensemble de syste`mes non-uniformes pre´sentant
des discontinuite´s entre deux phases. On peut ici citer les mode`les Allen-Cahn ou
ceux utilisant le tenseur de Korteweg [Kor01]. Les diffe´rentes variantes et domaines
d’application ont fait l’objet d’un article de synthe`se pre´sente´ par Anderson et al.
[AGW98]. Parmi les applications re´centes, on trouve l’e´tude du voisinage du point
critique [Row82], les lignes triples [Sep96], la coalescence et l’impact d’une goutte
sur une paroi [JLCD01] ou la de´termination a priori du mode d’injection (spray ou
diffus) pour des moteurs diesel [DO13].
Cette modification de la thermodynamique classique induit ensuite une modifi-
cation des flux des diffe´rentes grandeurs par rapport aux e´quations de Navier-Stokes.
Ces derniers peuvent eˆtre de´duits a` partir d’une e´tude du terme de production d’en-
tropie et du second principe de la thermodynamique dans le cadre de la the´orie des
processus irre´versibles.
III.1.1 L’e´nergie libre volumique
Le mode`le du second gradient de van der Waals repose sur une e´nergie libre du
fluide pur qui est la combinaison de l’e´nergie libre thermodynamique classique et
d’une e´nergie volumique lie´e aux forces de capillarite´ F 1 de sorte que
F (T, ρ,∇ρ) = F 0(T, ρ) + F 1(∇ρ) (III.1)
Cette nouvelle e´nergie est e´value´e a` partir des variations de densite´ dans le fluide
F 1(∇ρ) = 1
2
κ|∇ρ|2 (III.2)
Les liens e´troits entre les diffe´rentes grandeurs thermodynamiques entrainent des
re´percussions sur la pression et l’e´nergie interne. L’enthalpie libre massique s’obtient
directement a` partir de l’e´nergie libre et n’est pas modifie´e comme on peut le voir
g(T, ρ,∇ρ) = h0(T, ρ) =
(
∂F
∂ρ
)
T,∇ρ
=
(
∂F
∂ρ
)
T,∇ρ
= g0(T, ρ)
La modification sur la pression s’exprime :
P = G− F = ρg − F = ρg0 − F 0 − F 1
La nouvelle pression thermodynamique peut donc se de´composer comme la pression
thermodynamique classique fonction uniquement des grandeurs locales a` laquelle on
soustrait la force volumique de capillarite´.
P (T, ρ,∇ρ) = P 0(T, ρ)− F 1(∇ρ) (III.3)
L’entropie et l’enthalpie massiques quant a` elles ne sont pas impacte´es car l’on
suppose que l’e´nergie volumique de capillarite´, F 1, de´pend uniquement des gradients
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de densite´.
s(T, ρ,∇ρ) =
(
−
(
∂F 0
∂T
)
V
−
(
∂F 1
∂T
)
V
)
1
ρ
(III.4)
s(T, ρ,∇ρ) =s0(T, ρ) (III.5)
h(T, ρ,∇ρ) = h0(T, ρ) (III.6)
L’e´nergie interne massique e´tant obtenue par soustraction a` l’e´nergie libre interne
de l’entropie multiplie´e par la tempe´rature, elle subit les meˆmes modifications que
l’e´nergie libre interne.
e(T, ρ,∇ρ) = e0(T, ρ) + F
1(∇ρ)
ρ
(III.7)
III.1.2 E´quations de transport avec second gradient
Ces modifications de la thermodynamique conduisent e´galement a` des modifica-
tions dans l’expression des flux de diffusion. Dans le cas d’un e´quilibre liquide/vapeur
d’un fluide pur les e´quations de transport peuvent s’e´crirent sous la forme [Jam05] :
– la masse
dρ
dt
= −ρ∇.v, (III.8)
– la quantite´ de mouvement
ρ
dv
dt
= −∇.
[(
P 0 − κ
2
|∇ρ|2 − κρ∆ρ
)
I + κ∇ρ⊗∇ρ
]
+∇.τ , (III.9)
– l’e´nergie totale
ρ
dE
dt
= −∇. [−λ∇T + κρ∇.v∇ρ]
+∇
[
v.
(
−
(
P 0 − κ
2
|∇ρ|2 − κρ∆ρ
)
I − κ∇ρ⊗∇ρ+ τ
)] ,
(III.10)
– l’e´nergie interne
ρ
de
dt
= −∇. [−λ∇T + κρ∇.v∇ρ]
+∇v :
[
−
(
P 0 − κ
2
|∇ρ|2 − κρ∆ρ
)
I − κ∇ρ⊗∇ρ+ τ
] , (III.11)
III.1.3 Calcul du parame`tre de capillarite´ κ
Pour donner une expression des flux de diffusion simple, l’hypothe`se d’un coeffi-
cient κ inde´pendant de la tempe´rature est ne´cessaire. On va voir ici la le´gitimite´ de
cette hypothe`se.
Suivant Lin, la force de tension de surface peut s’exprimer a` partir de la densite´
de particule n pour un fluide pur par F 1 = κ¯|∇n|2 [LDM07] et cette formulation
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est alors e´quivalente a` un changement de variable pre`s a` l’expression (III.1). Une
corre´lation est propose´e pour de´terminer le parame`tre κ¯ :
ln
( κ¯
ab2/3
N 8/3A
)
= κ0 + κ1 lnT
∗ + κ2(lnT ∗)2 (III.12)
ou` la tempe´rature re´duite T ∗ = 1−T/Tc, a et b sont la pression de cohe´sion massique
et le covolume utilise´s dans l’e´quation d’e´tat SRK et les constantes κ0, κ1 et κ2
sont de´termine´es a` partir des grandeurs caracte´ristiques du fluide, le facteur de
compressibilite´ critique Zc, le facteur acentrique fa et le moment dipolaire re´duit en
Debye µr = µPc/(1, 01325T
2
c ).
κ0 =− 3, 471 + 4, 927Zc + 13, 085Z2c − 2, 067fa + 1.891f 2a − 4, 600× 10−6µ2r
(III.13)
κ1 =− 1, 690 + 2, 311Zc + 5, 644Z2c − 1, 027fa + 1, 424f 2a − 1, 403× 10−6µ2r
(III.14)
κ2 =− 0, 318 + 0.299Zc + 1.Z2c − 0, 174fa + 0, 157f 2a + 0, 077× 10−6µ2r (III.15)
En faisant le changement de variables inverse on retrouve donc le parame`tre κ a`
partir de κ¯ qu’on exprimera en cm7.g−1.s−2.
Un premier point a` noter est que la formulation propose´e par Lin diverge au voi-
sinage de la tempe´rature critique. En reprenant l’expression des coefficients donne´s
dans [LDM07], on pre´sente sur la figure III.1 l’e´volution du parame`tre κ pour l’oxy-
ge`ne. Sur sa plage de validite´, le parame`tre est quasiment constant. L’erreur d’ap-
proximation sera donc pratiquement invisible par la suite. Par ailleurs cela permet
d’e´tendre facilement le domaine de validite´ a` des tempe´ratures supe´rieures a` la
tempe´rature critique.
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Figure III.1 – Evolution du parame`tre de capillarite´ physique de l’oxyge`ne a` partir
de la corre´lation (III.12).
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III.2 Ge´ne´ralisation aux me´langes
Les e´coulements conside´re´s dans les moteurs cryotechniques e´tant multiespe`ces
et compressibles, nous avons donc cherche´ une formulation des interfaces diffuses
e´tendue au cadre des me´langes multiespe`ces. En reprenant la de´marche de van der
Waals, on ajoute a` l’e´nergie libre classique F 0 qui de´pend de la tempe´rature et des
masse volumiques spe´cifiques des espe`ces ρi, un terme de capillarite´ F
1 qui de´pend
des gradients des masses volumiques spe´cifiques ∇ρi. On peut donc e´crire cette
e´nergie libre sous sa forme la plus ge´ne´rale
F (T, ρ1, ..., ρ
e
n,∇ρ1, ...,∇ρen) = F 0(T, ρ1, ..., ρen) + F 1(∇ρ1, ...,∇ρen) . (III.16)
Cette modification de la thermodynamique change l’expression des flux de diffusion.
Nous allons donc de´terminer leur nouvelle formulation a` partir de la the´orie des
processus irre´versibles.
III.2.1 E´quations de conservation
La the´orie des processus irre´versibles repose sur l’e´tude du terme de production
d’entropie induit par les e´quations de conservation. La production d’entropie doit
eˆtre positive en accord avec le second principe. Cela permet de de´finir des contraintes
sur la forme des flux de diffusion apparaissant dans les e´quations de conservation.
En reprenant les expressions ge´ne´rales donne´es par les e´quations (II.1) a` (II.6), on
obtient le syste`me suivant :
∂tρ+∇.(ρv) = 0 , (III.17)
ρ
dYi
dt
= −∇.Ji +Miωi, 1 ≤ i ≤ ne , (III.18)
ρ
dv
dt
= −∇.Π , (III.19)
ρ
d
dt
(
e+
1
2
|v|2
)
= −∇.(Q+ Π.v) . (III.20)
On cherche a` de´terminer les nouvelles expressions des flux d’espe`ces Ji, de chaleur
Q et de quantite´ de mouvement Π.
III.2.2 Les de´rive´es totales
L’extension du jeu de variables dont de´pend la nouvelle thermodynamique mo-
difie e´galement l’expression des diffe´rentes de´rive´es totales. Pour exprimer la de´rive´e
totale de l’e´nergie libre interne, il est ne´cessaire d’introduire les de´rive´es partielles
par rapport aux gradients des masses volumiques spe´cifiques φi :
dF = −SdT +
∑
(gidρi + φid∇ρi) (III.21)
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ou` φi =
∂F
∂∇ρi (III.22)
Les autres de´rive´es totales peuvent ensuite eˆtre entie`rement de´termine´es sans
avoir a` introduire de nouvelle notation. Une le´ge`re manipulation des relations de
Gibbs permet d’obtenir la de´rive´e totale de l’entropie qui intervient dans le calcul
du terme de production d’entropie
Tds = de− 1
ρ
∑
(gidYi + φid∇ρi)− P 1
ρ2
dρ (III.23)
III.2.3 Production d’entropie
En combinant les e´quations (III.17) a` (III.20) et (III.23), il est possible d’e´crire
une e´quation de conservation de l’entropie
ρ
ds
dt
= −∇.S + ∆s (III.24)
ou` S repre´sente le flux d’entropie et ∆s le terme de production d’entropie. En
utilisant la relation de Gibbs (III.23), le terme de production d’entropie se re´e´crit :
∆s =
1
T
[
ρ
de
dt
− P 1
ρ
dρ
dt
+
∑(
−giρdYi
dt
− φid∇ρi
dt
)]
+∇.S.
On poursuit en re´exprimant le terme φi d∇ρi/dt
φi
d∇ρi
dt
= φi
(
∂∇ρi
∂t
+ v.∇∇ρi
)
= ...
= ∇.
(
φi
dρi
dt
)
− dρi
dt
∇.φi − (φi ⊗∇ρi) : ∇v
= ∇.
(
φi
dρi
dt
)
−
(
Yi
dρ
dt
+ ρ
dYi
dt
)
∇.φi − (φi ⊗∇ρi) : ∇v ,
qu’on re´introduit ensuite dans le calcul de la production d’entropie
∆s = ∇.S + 1
T
[
ρ
de
dt
− 1
ρ
(
P −
∑
ρi∇.φi
) dρ
dt
+
∑(
(∇.φi − gi) ρdYi
dt
−∇.
(
φi
dρi
dt
)
+ (φi ⊗∇ρi) : ∇v
)]
.
On utilise les e´quations (IV.1), (IV.3) et (IV.4) pour substituer les de´rive´es to-
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tales de masse, de fractions volumiques et d’e´nergie interne :
1
Tρ
(
P −
∑
ρi∇.φi
) dρ
dt
= − 1
T
(
P −
∑
ρi∇.φi
)
∇.v ,
1
T
(∇.φi − gi) ρdYi
dt
= − 1
T
(∇.φi − gi)∇.Ji
= −∇.
(
1
T
(∇.φi − gi)Ji
)
+Ji.∇
(∇.φi
T
− gi
T
)
,
1
T
ρ
de
dt
= − 1
T
(∇.Q+ Π : ∇v)
= −∇.
(
1
T
Q
)
− 1
T 2
∇T.Q− 1
T
∇v : Π ,
On refactorise ensuite les diffe´rents termes de manie`re a` faire apparaˆıtre les flux
d’entropie
S = 1
T
(
Q−
∑
Ji (gi −∇.φi) +
∑
φi
dρi
dt
)
, (III.25)
et on obtient finalement la production d’entropie comme
∆s =
1
T
∇v :
[
−Π +
(
P −
∑
(ρi∇φi)
)
I +
∑
(φi ⊗∇ρi)
]
+∇
(
1
T
)
.
[
Q+
∑
φi
dρi
dt
]
+
∑[
∇
(∇.φi
T
− gi
T
)
.Ji
]
.
III.2.4 Flux de diffusion avec les termes de second gradient
A partir d’une e´tude de la source d’entropie et du second principe de la ther-
modynamique, on de´duit graˆce a` la the´orie des processus irre´versibles les formes
modifie´es de Π, Ji et Q. On peut e´crire ces flux sous une forme voisine des flux de
diffusion non ide´aux graˆce a` la matrice de Keizer L pre´sente´e au chapitre II.
Π =
(
P 0 − F 1 −
∑
(ρi∇φi)
)
I +
∑
(φi ⊗∇ρi)− τ ,(III.26)
Ji = −
ne∑
k=1
Li,k∇
(
gi
T
− ∇.φi
T
)
− Li,e∇
(
− 1
T
)
, (III.27)
Q+
∑
φi
dρi
dt
= −
ne∑
k=1
Le,k∇
(
gi
T
− ∇.φi
T
)
− Le,e∇
(
− 1
T
)
. (III.28)
Cette formulation introduit deux phe´nome`nes, une modification de la pression ef-
fective et une modification du potentiel chimique gˆi = gi −∇.φi On suppose par la
suite que les coefficients de la matrice de Keizer de´termine´s au chapitre pre´ce´dent
ne sont pas modifie´s par l’ajout des nouveaux termes.
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III.3 Le cas ge´ne´ral de l’e´nergie F 1 = 1/2
∑
κij∇ρi∇ρj
Une des formulations les plus ge´ne´rales du terme d’e´nergie libre de capillarite´
peut eˆtre donne´e par
F 1(∇ρ1, ...,∇ρne) = 1
2
ne∑
i,j=1
κij∇ρi∇ρj (III.29)
ou` les coefficients κij sont des coefficients de capillarite´ binaires que l’on peut sup-
poser syme´triques. Les potentiels de´coulant de cette formulation sont
φi =
ne∑
j=1
κij∇ρj (III.30)
III.3.1 Flux simplifie´s
Les expressions des flux de diffusion peuvent alors se re´ecrire
Π =
[
P 0 −
∑
ij
κij
(∇ρi∇ρj
2
+ ρi∆ρj
)]
I +
∑
ij
κij∇ρj ⊗∇ρi − τ (III.31)
Ji =−
ne∑
k=1
Li,k∇
(
gk −
∑
j κkj∇ρj
T
)
− Li,e∇
(
− 1
T
)
(III.32)
Q =−
ne∑
k=1
Le,k∇
(
gk −
∑
j κkj∇ρj
T
)
− Le,e∇
(
− 1
T
)
+
ne∑
k,j=1
κkjρk∇ρj∇.v
(III.33)
III.3.2 E´quations de bilan avec le second gradient
On peut de´sormais re´introduire les flux calcule´s pre´ce´demment dans les e´quations
de conservation. On obtient donc pour la conservation de la masse
dρ
dt
= −ρ∇.v , (III.34)
pour la quantite´ de mouvement
ρ
dv
dt
= −∇.
[(
P 0 −
∑
ij
κij
(∇ρi∇ρj
2
+ ρi∆ρj
))
I
∑
ij
∇κijρj ⊗∇ρi
]
+∇.τ ,
(III.35)
pour les espe`ces
ρ
dYi
dt
= ∇.
[
ne∑
k=1
Li,k∇
(
gk −
∑
j κkj∇ρj
T
)
+ Li,e∇
(
− 1
T
)]
, (III.36)
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pour l’e´nergie totale
ρ
dE
dt
=∇.
[
ne∑
k=1
Le,k∇
(
gk −
∑
j κkj∇ρj
T
)
+ Le,e∇
(
− 1
T
)
−
ne∑
k,j=1
κkjρk∇ρj∇.v
]
(III.37)
+∇
[
v.
(
−
(
P 0 −
ne∑
k,j=1
κkj
(∇ρk∇ρj
2
+ ρk∆ρj
))
I −
ne∑
k,j=1
κkj∇ρj ⊗∇ρi + τ
)]
,
pour l’e´nergie interne
ρ
de
dt
=∇.
[
ne∑
k=1
Le,k∇
(
gk −
∑
j κkj∇ρj
T
)
+ Le,e∇
(
− 1
T
)
−
ne∑
k,j=1
κkjρk∇ρj∇.v
]
(III.38)
+∇v :
[
−
(
P 0 −
ne∑
k,j=1
κkj
(∇ρk∇ρj
2
+ ρk∆ρj
))
I −
ne∑
k,j=1
κkj∇ρj ⊗∇ρi + τ
]
,
pour l’e´nergie de capillarite´
ρdt
(∇ρi∇ρj
ρ
)
=−∇. (∇ρiv.∇(∇ρj) +∇ρjv.∇(∇ρi))− (∇ρi ⊗∇ρj +∇ρj ⊗∇ρi) : ∇v
+ (ρi∆ρj + ρj∆ρi)∇.v −∆ρi∇. (vρj)−∆ρj∇. (vρi) + 1
2
∇.v∇ρi∇ρj ,
(III.39)
pour l’e´nergie interne classique
ρ
de0
dt
=∇.
[
ne∑
k=1
Le,k∇
(
gk −
∑
j κkj∇ρj
T
)
+ Le,e∇
(
− 1
T
)]
(III.40)
+∇v : [−P 0I + τ ]+ ne∑
k,j=1
κkj∆ρk∇. (vρj) ,
et pour l’enthalpie interne classique
ρ
dh0
dt
=∇.
[
ne∑
k=1
Le,k∇
(
gk −
∑
j κkj∇ρj
T
)
+ Le,e∇
(
1
T
)]
(III.41)
+∇v : τ + ∂P
0
∂t
+ v.∇P 0.+
ne∑
k,j=1
κkj∆ρk∇. (vρj) .
III.4 Le cas particulier de l’e´nergie F 1 = κ/2 |∇ρ|2
Si l’on conside`re que certaines espe`ces sont sous forme de traces, par exemple
lors de la transition dense dilue´ de l’oxyge`ne dans une flamme, ou si l’on conside`re
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que les diffe´rents coefficients κi, 1 ≤ i ≤ ne sont e´gaux, la formulation pre´ce´dente
de´ge´ne`re vers l’expression de l’e´nergie de capillarite´ propose´e par van der Waals pour
de´crire une interface liquide vapeur d’un corps pur
F 1(∇ρi) = κ
2
|∇ρ|2 = κ
2
|
∑
i
∇ρi|2. (III.42)
Cette formulation simplifie de manie`re non ne´gligeable l’expression des diffe´rentes
de´rive´es partielles φi qui se re´duisent toutes a` la meˆme expression
φi =
(
∂F 1
∂∇ρi
)
= κ
∑
j
∇ρj = κ∇ρ , 1 ≤ i ≤ ne . (III.43)
III.4.1 Flux simplifie´s
Les flux s’en trouvent eux aussi alle´ge´s en particulier, le second gradient ne joue
pas dans ce cas sur les flux d’espe`ces et de chaleur
Π = −
(
P 0 − κ
2
|∇ρ|2 − κρ∆ρ
)
I − κ∇ρ⊗∇ρ+ τ , (III.44)
Ji = −
ne∑
k=1
Li,k∇
(gk
T
)
+ Li,e∇
(
1
T
)
, (III.45)
Q = −
ne∑
k=1
Le,k∇
(gk
T
)
+ Le,e∇
(
1
T
)
+ κρ∇ρ∇.v. (III.46)
Seul le tenseur de pression est modifie´ par rapport a` la formulation sans le mode`le
de second gradient. Si l’on utilise l’expression des coefficients de la matrice de Keizer
donne´e au chapitre pre´ce´dent on peut e´crire ces flux sous la forme
Π = −
(
P 0 − κ
2
|∇ρ|2 − κρ∆ρ
)
I − κ∇ρ⊗∇ρ+ τ (III.47)
Ji = −
ne∑
k=1
ρYiDi,kXk∇ (µk)T + ρYiθi∇ (ln (T )) (III.48)
Q =
ne∑
k=1
hkJk − ρRT
M
ne∑
k=1
θkXk∇ (µk)T + λ∇T + κρ∇ρ∇.v (III.49)
III.4.2 E´quations de bilan avec le second gradient
On peut de´sormais re´introduire ces flux calcule´s dans les e´quations de conserva-
tion. On obtient donc pour la masse
dρ
dt
= −ρ∇.v, (III.50)
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pour la quantite´ de mouvement
ρ
dv
dt
= −∇.
[(
P 0 − κ
2
|∇ρ|2 − κρ∆ρ
)
I + κ∇ρ⊗∇ρ
]
+∇.τ , (III.51)
pour les espe`ces
ρ
dYi
dt
= ∇.
[
ne∑
k=1
ρYiDi,kXk∇ (µk)T − ρYiθi∇ (ln (T ))
]
, (III.52)
pour l’e´nergie totale
ρ
dE
dt
=∇.
[
−
ne∑
k=1
hkJk + ρRT
M
ne∑
k=1
θkXk∇ (µk)T + κ∇T − κρ∇ρ∇.v
]
(III.53)
+∇
[
v.
(
−
(
P 0 − κ
2
|∇ρ|2 − κρ∆ρ
)
I − κ∇ρ⊗∇ρ+ τ
)]
,
pour l’e´nergie interne
ρ
de
dt
=∇.
[
−
ne∑
k=1
hkJk + ρRT
M
ne∑
k=1
θkXk∇ (µk)T + κ∇T − κρ∇ρ∇.v
]
(III.54)
+∇v :
[
−
(
P 0 − κ
2
|∇ρ|2 − κρ∆ρ
)
I − κ∇ρ⊗∇ρ+ τ
]
,
pour l’e´nergie de capillarite´
ρdt
(
1
2
|∇ρ|2
)
= −∇. (κρ∇ρ∇.v)− κ∇ρ⊗∇ρ : ∇v +∇.v
(
κρ∆ρ+
1
2
|∇ρ|2
)
,
(III.55)
pour l’e´nergie interne classique
ρ
de0
dt
= ∇.
[
−
ne∑
k=1
hkJk + ρRT
M
ne∑
k=1
θkXk∇ (µk)T + κ∇T
]
+∇v : τ − P 0∇.v,
(III.56)
et pour l’enthalpie interne classique
ρ
dh0
dt
= ∇.
[
−
ne∑
k=1
hkJk + ρRT
M
ne∑
k=1
θkXk∇ (µk)T + κ∇T
]
+∇v : τ + ∂P
0
∂t
+v.∇P 0.
(III.57)
III.5 Limite bas-Mach pour une interface plane
De manie`re a` comple´ter cette e´tude et illustrer dans un cas simplifie´ l’apport de
la me´thode du second gradient, on de´veloppe ce mode`le pour une interface plane
dans la limite des faibles nombres de Mach. Cette approche se justifie par le fait que
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le nombre de Mach est ge´ne´ralement faible dans les flammes de diffusion et dans la
limite des flammelettes, les flammes de diffusion peuvent se ramener a` l’e´tude de
flamme localement plane.
La pression P 0 peut se de´velopper suivant une se´rie en puissance du nombre de
Mach M
P 0 = P
0
+M2P˜ 0 (III.58)
ou` P
0
repre´sente la pression du fluide a` l’ordre ze´ro et P˜ 0 repre´sente la perturbation.
L’ensemble des proprie´te´s thermodynamiques peuvent alors eˆtre e´value´es a` partir
de la pression P
0
.
En injectant ce de´veloppement dans l’e´quation de conservation de la quantite´ de
mouvement (III.51) donne a` l’ordre ze´ro
∇.Π0 = ∇.
[(
P
0 − κ
2
|∇ρ|2 − κρ∆ρ
)
I + κ∇ρ⊗∇ρ
]
= 0 . (III.59)
Dans la limite κ = 0, on retrouve la relation classique ∇P 0 = 0 qui implique que
la pression est spatialement uniforme. Lorsque les effets de capillarite´ sont non-nuls
l’analyse est plus complexe.
On fait donc l’hypothe`se d’une interface plane telle que toutes les quantite´s
puissent s’exprimer en fonction de la distance normale a` l’interface ζ, la masse
volumique est donne´e par ρ = ρ(t, ζ), la pression par P
0
= P
0
(t, ζ) et pour toute
grandeur ψ on a ψ = ψ(t, ζ).
Dans la limite des faibles nombres de Mach le tenseur syme´trique de pression Π0
peut s’e´crire a` l’ordre ze´ro du de´veloppement
Π0 = (P
0 − 1
2
κρ′2 − κρρ′′)I + κρ′2eζ ⊗ eζ (III.60)
ou` eζ est le vecteur unitaire normal a` l’interface, ρ
′ la de´rive´e partielle ρ′ = ∂ζρ et
ρ′′ la de´rive´e partielle d’ordre deux ρ′′ = ∂2ζζρ = ∆ρ. La projection de l’e´quation
(III.59) suivant la direction normale donne
∂ζ(P
0
+
1
2
κρ′2 − κρρ′′) = 0 . (III.61)
On en de´duit que P
0
+ 1
2
κρ′2 − κρρ′′ reste constant a` la traverse´e de l’interface.
En particulier cette grandeur est e´gale a` la pression ambiante loin de l’interface
qu’on notera P∞ quand les gradients de masse volumique s’annulent P∞ = P
0
+
1
2
κρ′2−κρρ′′. Il est possible de re´ecrire l’e´quation (III.60) en introduisant la pression
ambiante de sorte que
Π = P∞eζ ⊗ eζ + (P∞ − κρ′2)(I − eζ ⊗ eζ) . (III.62)
Il apparait donc une force volumique tangentielle P∞−κρ′2 dont l’inte´grale a` travers
l’interface
∫ +∞
−∞ κρ
′2 s’interpre`te comme la force de tension de surface [JLCD01,
Jam05]. La pression thermodynamique P
0
intervient e´galement dans l’e´quation de
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conservation de l’e´nergie et ne peut plus eˆtre ne´glige´e comme dans le cas classique
avec κ = 0.
Les e´quations de bilan bas Mach sont donne´es par la conservation de la masse
qui est inchange´e
dρ
dt
= −ρ∇.v, (III.63)
pour la quantite´ de mouvement a` l’ordre ze´ro, l’uniformite´ de la pression est rem-
place´e par
∇.Π0 = 0 . (III.64)
et a` l’ordre un par
ρ
dv
dt
= −∇.
[(
P 0 − κ
2
|∇ρ|2 − κρ∆ρ
)
I + κ∇ρ⊗∇ρ
]
+∇.τ , (III.65)
pour les espe`ces les e´quations ne sont pas impacte´es
ρ
dYi
dt
= ∇.
[
ne∑
k=1
ρYiDi,kXk∇ (µk)T − ρYiθi∇ ln (T )
]
, (III.66)
pour l’e´nergie, il est possible de ne´gliger les forces de dissipation visqueuse, mais il
n’est plus possible de supprimer la pression thermodynamique car celle-ci n’est plus
uniforme´ment constante. L’e´quation de conservation de l’enthalpie interne classique
peut s’e´crire
ρ
dh0
dt
= ∇.
[
−
ne∑
k=1
hkJk + ρRT
M
ne∑
k=1
θkXk∇ (µk)T + κ∇T
]
+
∂P 0
∂t
+v.∇P 0. (III.67)
III.6 Conclusion
La the´orie des processus irre´versibles permet de de´duire les flux de diffusion
lie´s a` l’ajout d’une e´nergie volumique de capillarite´. Cette approche initialement
introduite par van der Waals pour l’e´tude continue d’interface liquide vapeur peut
eˆtre relie´e dans le cas subcritique aux forces de tension de surface.
L’extension de ce mode`le au re´gime supercritique ne pose pas de proble`me
d’un point de vue mathe´matique. La me´thode de second gradient est uniquement
conside´re´e comme un outil nume´rique de stabilisation de la transition dense-dilue´
en re´gime supercritique, au meˆme titre qu’une me´thode de viscosite´ artificielle.



Chapitre IV
Flammes e´tire´es
subcritique et
supercritique
Durant leur dure´e de vol, les moteurs cryotechniques parcourent une vaste gamme
de points de fonctionnement. Qu’ils soient allume´s au sol a` pression atmosphe´rique
comme le Vulcain ou dans le vide comme le Vinci, ces moteurs commencent leur cycle
de fonctionnement a` des pressions subcritiques pour l’oxyge`ne et l’hydroge`ne. Puis la
pression dans la chambre de combustion augmente progressivement jusqu’a` atteindre
une pression nominale supercritique. A cela s’ajoute la variation de tempe´rature
d’injection de l’hydroge`ne qui se re´chauffe dans le circuit re´ge´ne´ratif, tandis que la
tempe´rature d’injection de l’oxyge`ne reste globalement constante sur le domaine de
vol et en dessous de la tempe´rature critique. Les moteurs cryotechniques passent
ainsi progressivement d’un re´gime de combustion subcritique a` transcritique. La
mode´lisation comple`te du cycle de fonctionnement du moteur ne´cessite donc un
mode`le qui soit capable de traiter ces deux re´gimes qui pre´sentent des comportements
tre`s diffe´rents.
Une solution possible est l’utilisation d’une me´thode d’interface diffuse de type
second gradient. Ce mode`le, introduit par van der Waals, est destine´ a` la mode´lisation
des interfaces subcritiques mais peut eˆtre e´tendu artificiellement aux re´gimes super-
critiques. On souhaite pouvoir e´tudier l’inte´reˆt de ces approches sur des configura-
tions simples, avant d’envisager de les employer sur des configurations aussi com-
plexes que les moteurs cryotechniques. Dans un premier temps, on cherche a` s’affran-
chir des contraintes de la ge´ome´trie et de la turbulence. La structure d’une flamme
turbulente de´pend du rapport entre les e´chelles caracte´ristiques de la turbulence et de
la cine´tique chimique. Quand l’e´paisseur de la flamme (e´chelle cine´tique) est plus pe-
tite que l’e´chelle turbulente de Kolmogorov, la flamme est de´forme´e, plisse´e et trans-
porte´e par les structures turbulentes. Dans ce re´gime de flammelettes, les flammes de
pre´me´lange et de diffusion peuvent eˆtre de´crites localement par des flammes e´tire´es
laminaires. Cette configuration permet une approche analytique et nume´rique de
l’e´tude des flammes de pre´me´lange [LW82, LW83, LLn83, LW84, DCM86, GS87,
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DCGS88, GS93, EGGW00]. Cette flamme est e´galement la configuration la plus
simple ou` l’on peut e´tudier une flamme de diffusion. Elle est le re´sultat de la ren-
contre de deux jets a` contre-courant qui bruˆlent au voisinage de leur point d’arreˆt
[DC92, Dar92, SBF93, ILKW95, RZY+08, PDC08, PDC+09a, LO12]. Les flammes
e´tire´es laminaires par leur relative simplicite´ permettent d’e´tudier pre´cise´ment l’im-
portance des diffe´rents parame`tres sur la structure de flamme. Elles ont ainsi e´te´
utilise´es pour e´tudier l’influence de la tempe´rature des re´actifs sur la stabilisation
et l’extinction de la flamme [DC92], pour de´terminer les limites d’extinction dues
a` l’e´tirement ou encore pour comparer des cine´tiques complexes [DCGS88, Dar92].
Plus re´cemment, les flammes e´tire´es ont permis de quantifier l’influence des hautes
pressions sur la combustion [SBF93, EGGW00, PDC+09a, LO12]. Ribert et al.
[RZY+08] ont en particulier e´tudie´ des flammes transcritiques, i.e. a` des pressions
supercritiques pour l’oxyge`ne et une tempe´rature d’injection de l’oxyge`ne infe´rieure
a` sa tempe´rature critique, et des flammes subcritiques avec des tempe´ratures d’in-
jection supe´rieures a` la tempe´rature de saturation de l’oxyge`ne. Nous utiliserons
dans ce chapitre le code utilise´ par Giovangigli et al. [GMD11, GM12a] pour e´tudier
le roˆle de la diffusion non ide´ale en re´gime supercritique mais e´galement en re´gime
subcritique avec une injection a` basse tempe´rature. Le solveur bas-Mach a e´te´ en-
richi avec la me´thode du second gradient pour pouvoir traiter ces deux proble`mes
avec la meˆme formulation monophasique.
Dans un premier temps, nous verrons comment les e´quations de la flamme e´tire´e
laminaire sont modifie´es par le terme de second gradient et comment les imple´menter
dans un code de calcul. Puis dans un second temps, nous discuterons des re´sultats
obtenus sur des cas tests de complexite´ croissante en accord avec l’e´tude des limites
de stabilite´ et d’e´quilibre du me´lange binaire eau-oxyge`ne re´alise´e au chapitre I.
Nous commencerons par e´tudier une interface liquide/vapeur pour de l’oxyge`ne pur
a` des pressions subcritique et supercritique afin de voir la fac¸on dont se comporte la
me´thode du second gradient au voisinage de l’instabilite´ me´canique. Ensuite, nous
nous inte´resserons au proble`me de l’eau liquide en e´quilibre avec un me´lange gazeux
d’eau et d’oxyge`ne a` des pressions supe´rieures a` la pression critique de l’eau. Puis
nous calculerons des structures e´tire´es entre de l’oxyge`ne pur et un me´lange riche
en oxyge`ne avec des traces d’eau liquide repre´sentatives de la zone de pre´chauffage
en amont des flammes. Enfin, nous conclurons cette e´tude par la simulation d’une
flamme e´tire´e non-pre´me´lange´e entre de l’oxyge`ne froid et de l’hydroge`ne a` des
pressions subcritique et supercritique.
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IV.1 Mode´lisation des flammes e´tire´es avec un
mode`le de second gradient
Les flammes e´tire´es sont des objets physiques de dimension supe´rieure ou e´gale
a` deux. Elles sont par exemple de dimension deux lorsqu’elles sont planes ou cy-
lindriques. Cependant, sous certaines hypothe`ses, il est possible de les repre´senter
avec une formulation monodimensionelle ne de´pendant que de l’abscisse normale a`
travers la flamme. L’objet de cette section est de pre´senter cette formulation mono-
dimensionnelle avec un mode`le de second gradient de´crit au chapitre pre´ce´dent.
IV.1.1 E´quations de transport stationnaires
On a choisi de s’inte´resser au cas stationnaire a` faible nombre de Mach avec
second gradient. L’e´nergie libre est prise sous la forme F = F SRK + 1/2κ|∇ρ|2 ou`
F SRK est l’e´nergie libre associe´e a` une loi d’e´tat cubique de Soave-Redlich-Kwong.
Le syste`me d’e´quations de conservation est alors
∇.(ρv) = 0 , (IV.1)
∇.(ρv ⊗ v) = −∇.Π , (IV.2)
∇.(ρYiv) = −∇.Ji +Miωi (IV.3)
∇.(ρh0v) = −∇.Q+∇v : Π +∇. (vP 0) , (IV.4)
ou` ρ est la masse volumique du me´lange, v sa vitesse, Yi les fractions massiques
des espe`ces 1 ≤ i ≤ ne, Mi leur masse molaire, ωi le terme source chimique et h0
l’enthalpie massique du me´lange. Les flux de diffusion de quantite´ de mouvement,
d’espe`ces et de chaleur combinent la formulation non ide´ale et les termes provenant
de l’approche d’interface diffuse de second gradient
Π =
(
P 0 − 1
2
κ(∇ρ)2 − κρ∆ρ
)
I +∇κρ⊗∇ρ− τ , (IV.5)
Ji = −
ne∑
k=1
Li,k∇
(gk
T
)
− Li,e∇
(
− 1
T
)
, (IV.6)
Q = −
ne∑
k=1
Le,k∇
(gk
T
)
− Le,e∇
(
− 1
T
)
− κρ∇ρ∇.v , (IV.7)
ou` les Li,k 1 ≤ i, k ≤ ne sont les coefficients de la matrice de Keizer e´value´s graˆce
aux corre´lations haute pression des coefficients de transport.
IV.1.2 Flamme e´tire´e stationnaire a` faible nombre de Mach
On e´tudie des mode`les simplifie´s de flammes e´tire´es planes ou cylindriques dans
la limite des faibles nombres de Mach. En utilisant les proprie´te´s d’invariance par
translation pour les premie`res ou de syme´trie axiale pour les secondes, il est possible
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up
down
ξ
ζ
Figure IV.1 – Structure e´tire´e bidimensionelle
de ramener le proble`me tridimensionnel initial a` un proble`me bidimensionnel dans
l’espace (ξ,ζ).
On cherche une solution stationnaire du proble`me sous la forme :
ρ = ρ(ζ) , P = P 0ζ (ζ)− J
ξ2
2
, (IV.8)
vξ = ξvˆξ(ζ) , vζ = vζ(ζ) , (IV.9)
T = T (ζ) , Yi = Yi(ζ) 1 ≤ i ≤ ne. (IV.10)
Sous ces hypothe`ses l’e´quation de conservation de la masse (IV.1) devient
ρvˆξ + ∂ζ(ρvζ) = 0 . (IV.11)
Sous l’hypothe`se d’e´coulement bas Mach, le tenseur syme´trique de pression peut
s’e´crire a` l’ordre ze´ro du de´veloppement par rapport au nombre de Mach comme
pre´sente´ en (III.62)
Π = −
(
P 0ζ +
κ
2
|∂ζρ|2 − κρ∂2ζζρ
)
eζ ⊗ eζ +
(
P 0ζ −
κ
2
|∂ζρ|2 − κρ∂2ζζρ
)
(I − eζ ⊗ eζ) .
(IV.12)
La composante suivant ζ de l’e´quation (IV.2) posse`de un terme non nul a` l’ordre
ze´ro qui conduit a`
∂ζ
(
P 0ζ +
κ
2
|∂ζρ|2 − κρ∂2ζζρ
)
= 0 . (IV.13)
En introduisant la pression ambiante a` l’infini P∞ de´finie quand les variations de
masse volumique sont nulles, on peut e´crire
P 0ζ +
κ
2
|∂ζρ|2 − κρ∂2ζζρ = P∞ . (IV.14)
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L’ordre ze´ro de la composante transverse est nul ce qui conduit a` prendre le de´velop-
pement a` l’ordre un de l’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement dans
la direction transverse.
ρξvˆξ
2 + ρξvζ∂ζ vˆξ = Jξ + ξ∂ζ(µ∂ζ vˆξ) . (IV.15)
Une des conse´quences de la structure e´tire´e est que les flux diffusifs ope`rent unique-
ment dans la direction longitudinale ζ ie Ji = Ji,ζeζ pour 1 ≤ i ≤ ne. Les e´quations
de transport des espe`ces sont donne´es par
ρvζ∂ζYi = Miωi − ∂ζJi,ζ , 1 ≤ i ≤ ne . (IV.16)
Enfin, l’hypothe`se des faibles nombres de Mach conduit e´galement a` ne´gliger la
contribution des forces visqueuses sur le bilan d’enthalpie d’ou`
ρvζ∂ζh = −∂ζQζ + vζ∂ζP 0ζ , (IV.17)
ou` Qζ est la composante longitudinale des flux de diffusion de chaleur.
L’e´quation de conservation de la quantite´ de mouvement transverse (IV.15) peut
se simplifier en divisant par l’abscisse radiale ξ :
ρvˆξ
2 + ρvζ∂ζ vˆξ = J + ∂ζ(µ∂ζ vˆξ) (IV.18)
En notant avec les exposants + et − les grandeurs respectivement en ζ = +∞ et
en ζ = −∞, les conditions de compatibilite´ donnent :
ρ+(vˆξ
+)2 = J = ρ−(vˆξ
−)2 (IV.19)
En introduisant le taux d’e´tirement de´fini par ε = vˆξ
+ et en effectuant le chan-
gement de variable vˆξ
+ = εv˜ξ
+, ces conditions de compatibilite´ deviennent :
v˜ξ
− =
√
ρ+
ρ−
, v˜ξ
+ = 1, (IV.20)
tandis que l’e´quation de transport suivant la direction tangentielle se re´e´crit :
ρvζ∂ζ v˜ξ = ε
(
ρ+ − ρv˜ξ2
)
+ ∂ζ(µ∂ζ v˜ξ). (IV.21)
IV.1.3 E´quations de transport finales
En prenant en compte l’ensemble de ces simplifications le syste`me peut se re´crire :
P 0ζ +
κ
2
|∂ζρ|2 − κρ∂2ζζρ = P∞ , (IV.22)
ρvˆξ(ζ) + ∂ζ(ρvζ) = 0 , (IV.23)
ρvζ∂ζ v˜ξ = ε
(
ρ+ − ρv˜ξ2
)
+ ∂ζ(µ∂ζ v˜ξ), (IV.24)
ρvζ∂ζYi = Miωi − ∂ζJi,ζ , (IV.25)
ρvζ∂ζh = −∂ζQζ + vζ∂ζP 0ζ . (IV.26)
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IV.1.4 Conditions aux limites
On ajoute a` ce syste`me d’e´quations le jeu de conditions aux limites de Dirichlet
suivant :
T (+∞) = T+, T (−∞) = T−
Yi(+∞) = Y +i , Yi(−∞) = Y −i , 1 ≤ i ≤ ne
v˜ξ(+∞) = 1, v˜ξ(−∞) =
√
ρ+
ρ−
Ce syste`me permet d’e´tudier simplement l’influence de la tempe´rature ou de la
composition des re´actifs sur la structure de flamme. Cela permettra e´galement de
s’inte´resser a` des structures non re´actives. Par ailleurs on impose que le point d’arreˆt
soit a` l’origine de l’axe longitudinal. Autrement dit, la vitesse longitudinale est nulle
a` l’abscisse x = 0 i.e.
v˜ξ(−∞) = 0. (IV.27)
IV.1.5 Discre´tisation
Le syste`me d’e´quations est discre´tise´ sur une grille de´cale´e avec la vitesse lon-
gitudinale situe´e aux demi-points alors que les autres grandeurs sont stocke´es aux
points comme pre´sente´ sur la figure IV.2.
ζ(i-1) ζ(i) ζ(i+1)
T(i-1)
ρ(i-1)
Y(i-1)
v̂ξ(i-1)
T(i)
ρ(i)
Y(i)
v̂ξ(i)
T(i+1)
ρ(i+1)
Y(i+1)
v̂ξ(i+1)
vζ(i-1) vζ(i) vζ(i+1)
)
Figure IV.2 – Re´partition des donne´es aux points et aux demi-points pour la
discre´tisation spatiale.
Ce choix permet d’obtenir une matrice jacobienne du proble`me tridiagonale par
bloc ce qui simplifie son inversion pour la re´solution du syste`me via une me´thode
de type Newton-Raphson.
La grille est e´galement auto-adaptative de manie`re a` e´quire´partir une fonction
poids, e´value´e a` partir d’une moyenne ponde´re´e des diffe´rents gradients et courbures
locaux [Smo86, GS89]. Cette technique permet de raffiner automatiquement les zones
ou` les grandeurs d’inte´reˆt varient fortement. Une ope´ration de lissage du maillage
est e´galement effectue´e pour limiter les variations de tailles de mailles entre cellules
voisines.
Les e´quations sont discre´tise´es par diffe´rences finies centre´es, l’ensemble des
e´quations de transport ainsi que la pression effective sont e´value´s aux points.
IV.1.6 Thermodynamique
Les effets de gaz re´els sont pris en compte par l’utilisation d’une e´quation d’e´tat
cubique de type SRK. Les conse´quences de cette dernie`re sur la stabilite´ du fluide
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ont e´te´ pre´sente´es dans le chapitre I. Cette e´quation d’e´tat s’e´crit
P =
∑
i∈S
Yi
Mi
RT
v − b −
a(T )
v(v + b)
, (IV.28)
ou` T est la tempe´rature, R est la constante des gaz parfaits, Yi la fraction massique
de l’espe`ce i, Mi la masse molaire de l’espe`ce i, a est le parame`tre d’attraction du
me´lange de´fini a` partir des parame`tres d’attraction binaires
a =
ne∑
i,j=1
YiYjai,j ,
et b le parame`tre re´pulsif ou le volume mole´culaire effectif du me´lange calcule´ a`
partir des volumes mole´culaires spe´cifiques
b =
ne∑
i
Yibi.
IV.1.7 Transport
Nous avons garde´ la forme ge´ne´rale des flux de diffusion non ide´aux exprime´s a`
partir des gradients de (1/T,−gi/T ) qui reste de´finie quelque soit la pression. Les
coefficients de la matrice de Keizer sont donc relie´s aux coefficients de transport
classiques par
Li,j = ρ
M
R
YiDi,jYj,
Li,e = ρ
∑
j
YiDi,j
(
Tχj +
M
R
Yjhj
)
,
Le,e = λT
2 + ρ
R
M
∑
i,j
(
Tχi +
M
R
Yihi
)
Di,j
(
Tχj +
M
R
Yjhj
)
.
Les coefficients de transport haute pression basse tempe´rature sont calcule´s a`
partir des corre´lations propose´es par Chung [CALS88] pour la chaleur et Ely et
Hanley pour la viscosite´ [EH81] tandis que les coefficients de diffusion des espe`ces
sont calcule´s a` partir des corre´lations de Kurochkin [KMT84]. Cette e´valuation des
coefficients se fait a` l’aide d’une version haute pression de EGlib [EG95, EG96, EG].
Ces relations font intervenir les enthalpies spe´cifiques hi qui peuvent pre´senter
des singularite´s lorsque ∂vP = 0 comme le montre la relation
hi = ∂Yih |P,T,Yj 6=i= ∂Yih |v,T,Yj 6=i −∂vh |T,Yj
∂YiP
∂vP
. (IV.29)
L’objectif de l’e´tude e´tant de re´aliser le calcul d’une flamme pour un domaine
de pression recouvrant les re´gimes subcritique et supercritique, cette formulation

Chapitre IV Flammes e´tire´es subcritique et supercritique
pose proble`me. Pour e´viter cette difficulte´ il est possible de modifier pour le calcul
des termes de la matrice de Keizer le calcul des hi au voisinage des zones instables
me´caniquement.
Il est possible de de´composer l’enthalpie spe´cifique de manie`re a` isoler et limiter
le terme singulier.
∂vP = −
∑
i
Yi
Mi
RT
(v − b)2 +
a(2v + b)
(v2 + bv)2
(IV.30)
∂YiP =− v
M
Mi
∂vP +
2M
v(v + b)
∑
j,k
YjYk
(
ak,j
Mi
− ai,j
Mk
)
(IV.31)
+
(
RT
(v − b)2 +
Ma
v(v + b)2
)∑
j
Yj
(
bi
Mj
− bj
Mi
)
(IV.32)
On utilise donc un hˆi tel que
hˆi = ∂Yih |v,T,Yj 6=i −∂vh |T,Yj
[
−v M
Mi
+
(
∂YiP
∂vP
+ v
M
Mi
)
f(∂vP )
]
, (IV.33)
ou` la fonction f est choisie pour e´viter les proble`mes lie´s a` ∂vP = 0. Dans la pratique
on peut prendre la fonction f sous la forme
f(∂vP ) =
−∂vP
max(−∂vP, v2) (IV.34)
ou`  est une constante positive.
IV.2 Interfaces non-re´actives entre oxyge`ne chaud
et froid
Le mode`le d’interface diffuse de second gradient est conc¸u pour repre´senter conti-
nument les interfaces liquide/vapeur aux pressions subcritiques en ajoutant un terme
d’e´nergie volumique lie´ aux gradients de densite´s. Il est donc naturel de tester et
valider cette approche sur le cas des interfaces d’oxyge`ne. On a donc commence´ par
calculer des interfaces liquide/vapeur pour l’oxyge`ne pur qui a une pression critique
de 50,43 bar et une tempe´rature critique de 155,5 K. Les diagrammes de stabilite´
et d’e´quilibre de l’oxyge`ne pur ont e´te´ e´tudie´s dans le chapitre I. Dans le cas d’un
corps pur, l’instabilite´ thermodynamique est confondue avec l’instabilite´ me´canique.
Ces simulations permettent de voir comment l’ajout d’une force volumique permet
d’e´paissir les interfaces et d’obtenir des mode`les bien pose´s en pre´sence d’instabilite´s
me´caniques.
On a e´galement souhaite´ ici re´aliser une e´tude parame´trique de l’influence de la
pression ambiante note´e P∞ et du parame`tre capillaire note´ κ sur la structure de
l’interface et en particulier sur l’e´paisseur de la transition dense-dilue´.
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IV.2.1 Conditions aux limites
Pour re´aliser cette e´tude parame´trique, on fige les conditions limites en tempe´ra-
ture et en vitesse pour les diffe´rents calculs et on fait varier P∞ et κ. On re´alise
une simulation d’une interface entre de l’oxyge`ne chaud et le´ger a` T=300 K et de
l’oxyge`ne froid et dense a` T=100 K ce qui garantit d’eˆtre de part et autre de la
zone de transition dense-dilue´ pour des pressions P∞ subcritiques et supercritiques
comme on peut le voir sur la figure I.6.
Le choix du crite`re d’e´tirement est en partie arbitraire et il est dans un premier
temps fixe´ a` = 1000 s−1 ce qui peut correspondre a` des poches d’oxyge`ne chaud
rencontrant de jet d’oxyge`ne froid avec une vitesse normale de l’ordre de 1 m.s−1
sur une longueur caracte´ristique de 1 mm. L’influence de ce choix sera e´value´e dans
un second temps.
Les conditions limites employe´es sont re´sume´es dans le tableau IV.1.
Table IV.1 – Conditions aux limites :
T (+∞) = 300 K, T (−∞) = 100 K
v˜ξ(+∞) = 1, v˜ξ(−∞) =
√
ρ+
ρ−
IV.2.2 Structure des interfaces
Le comportement des interfaces liquide/vapeur change radicalement lors du pas-
sage de la pression critique de l’oxyge`ne. Pour illustrer ces diffe´rences, nous avons
e´tudie´ deux points de fonctionnement, l’un supercritique a` 52,5 bar et l’autre sub-
critique a` 20 bar. Dans chacun des cas, nous avons re´alise´ une e´tude parame´trique
de l’influence du parame`tre de capillarite´ κ.
Interface supercritique
En re´gime supercritique, la transition entre dense et dilue´ s’effectue naturelle-
ment de manie`re continue. Le terme d’e´nergie de capillarite´ n’a donc pas de justifi-
cation physique mais est employe´ ici pour e´largir la zone de pseudo-e´vaporation de
manie`re a` pouvoir la capturer sur des maillages moins raffine´s. On garde e´galement
un mode`le unifie´ avec les interfaces subcritiques qui assure une transition douce
entre les deux re´gimes. Les profils de densite´ sont repre´sente´s sur la figure IV.3
pour trois valeurs du parame`tre de capillarite´ κ = 0g−1cm7s−2, κ = 10−4g−1cm7s−2
et κ = 10−2g−1cm7s−2. Pour les faibles valeurs de κ, les re´sultats obtenus avec le
mode`le du second gradient sont similaires a` une formulation classique sans e´nergie
volumique de capillarite´. On peut ainsi voir qu’il est ne´cessaire d’employer de fortes
valeurs de κ pour observer les premiers effets du second gradient.
En paralle`le, les profils de pression sont repre´sente´s sur la figure IV.4. La pression
est fortement modifie´e par le terme de second gradient et les perturbations croissent
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Figure IV.3 – Interface O2−O2 : profils de masse volumique a` P∞ = 52,5 bar pour
κ = 0 ( ), κ = 10−4 ( ), κ = 10−2 ( ).
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Figure IV.4 – Interface O2 −O2 : profils de pression a` P∞ = 52,5 bar pour κ = 0
( ), κ = 10−4 ( ), κ = 10−2 ( ).
avec le parame`tre de capillarite´. Dans la limite ou` κ = 0 on retrouve bien le cas
classique et les perturbations en pression tendent e´galement vers ze´ro.
Les profils de tempe´rature correspondant sont repre´sente´s sur la figure IV.5. Ces
derniers ne sont pas impacte´s par l’utilisation du second gradient.
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Figure IV.5 – Interface O2 − O2 : profils de tempe´rature a` P∞ = 52,5 bar pour
κ = 0 ( ), κ = 10−4 ( ), κ = 10−2 ( ).
Interface subcritique
En re´gime subcritique l’interface liquide/vapeur n’est plus calculable avec un
mode´lisation monophasique sans utilisation d’un mode`le d’interface diffuse.
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Figure IV.6 – Interface O2 −O2 : profils de masse volumique a` P∞ = 20 bar pour
κ = 10−6 ( ), κ = 10−4 ( ), κ = 10−2 ( ).
Les profils de densite´ sont repre´sente´s sur la figure IV.6 pour trois valeurs du pa-
rame`tre de capillarite´ κ = 10−6g−1cm7s−2, κ = 10−4g−1cm7s−2 et κ = 10−2g−1cm7s−2.
On obtient l’effet pre´vu avec une augmentation de l’e´paisseur d’interface avec le pa-
rame`tre de capillarite´ et lorsque ce dernier tend vers ze´ro, l’e´paisseur de l’interface
tend e´galement vers 0. La valeur du parame`tre de capillarite´ κ pre´dite par Lin
[LDM07] est donne´e par l’e´quation III.12 et vaut pour l’oxyge`ne 10−6g−1cm7s−2
environ.
Si l’on observe les profils de pression correspondant sur la figure IV.7, on observe
qu’en re´gime subcritique ils sont quasiment autosimilaires avec une amplitude des
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Figure IV.7 – Interface O2 −O2 : profils de pression a` P∞ =20 bar pour κ = 10−6
( ), κ = 10−4 ( ), κ = 10−2 ( ).
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Figure IV.8 – Interface O2 − O2 : profils de tempe´rature a` P∞ =20 bar pour
κ = 10−6 ( ), κ = 10−4 ( ), κ = 10−2 ( ).
variations presque constante pour toutes les valeurs du parame`tre.
L’e´tude des profils de tempe´ratures pre´sente´s sur la figure IV.8 montre que la
transition dense-dilue´ s’effectue de fac¸on quasi-isotherme a` environ 132,5 K. On peut
noter que dans le cas κ = 10−2g−1cm7s−2, le profil de tempe´rature est le´ge`rement
de´cale´ par rapport aux deux autres cas, la variation du profil de densite´ s’accom-
pagne en effet d’une modification de l’enthalpie massique et donc modifie le´ge`rement
l’action de la convection et des flux de diffusion.
Lorsque l’on trace dans un diagramme (ρ, P ) l’isotherme de l’oxyge`ne a` 132,5 K
et la trajectoire suivie pour κ = 10−6g−1cm7s−2, on observe que les deux courbes
se superposent. Ceci explique pourquoi l’amplitude de la variation de pression ne
tend pas vers 0 quand κ diminue contrairement au cas supercritique. Avec le second
gradient, le profil parvient a` rentrer dans les zones instables thermodynamiquement.
Les forces induites par le second gradient, viennent donc contrebalancer les forces
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Figure IV.9 – Interface O2 − O2 : trajectoire pour κ = 10−6 dans le diagramme
des phases (ρ, P ) ( ), Isotherme 132,5 K ( ), limite de stabilite´ ( ) et courbes
d’e´quilibre ( ).
de diffusion non ide´ales qui, dans ces zones, re´tro-diffusent et conduiraient a` la
de´composition spinodale du syste`me.
E´volution de la structure en fonction de la pression
On peut aussi s’inte´resser a` l’e´volution des profils pour un parame`tre de capilla-
rite´ fixe´ a` κ = 10−4g−1cm7s−2. Les profils de densite´ pour trois pressions ambiantes
P∞= 60 bar, P∞= 40 bar et P∞= 20 bar sont pre´sente´s sur la figure IV.10. On
retrouve un re´sultat qui e´tait attendu, a` savoir que l’interface est de plus en plus
fine quand la pression diminue. On notera que sans le terme de second gradient
l’e´paisseur d’interface est nulle pour les pressions subcritiques. Par ailleurs sur les
profils de tempe´rature repre´sente´s en figure IV.10, on peut voir une rupture de
pente au niveau de la transition liquide/vapeur qui marque l’apparition de l’enthal-
pie d’e´vaporation pour les pressions subcritiques. Un zoom sur cette zone montre
que la rupture se fait de fac¸on continue mais rapide ce qui donne cette impression
de discontinuite´ a` l’e´chelle macroscopique.
En trac¸ant sur la figure IV.12 les trajectoires suivies par le calcul dans le dia-
gramme (ρ, T ), on retrouve dans les cas subcritiques que la transition dense-dilue´
est quasiment isotherme et a lieu pour la tempe´rature de saturation Tsat(P
∞) cor-
respondant a` la pression ambiante qu’on rappelle dans le tableau IV.2. De plus la
transition a lieu entre les deux points a` l’e´quilibre situe´s sur les courbes de rose´e et
d’e´bullition.
Table IV.2 – Tempe´rature de saturation en fonction de la pression
Psat(bar) 20, 0 40, 0 60, 0
Tsat(K) 132, 5 148, 7 /

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Figure IV.10 – Interface O2 − O2 : profils de masse volumique pour κ =
10−4g−1cm7s−2 et pour P∞=20 bar ( ), P∞=40 bar ( ), P∞=60 bar ( ).
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Figure IV.11 – Interface O2−O2 : profils de tempe´rature pour κ = 10−4g−1cm7s−2
et pour P∞=20 bar ( ), P∞=40 bar ( ), P∞=60 bar ( ).
Dans le diagramme (ρ, P ) repre´sente´ sur la figure IV.13, on voit que la pression
est modifie´e par le second gradient seulement entre les deux points a` l’e´quilibre ce
qui permet de traverser la zone instable thermodynamiquement. L’ajout de l’e´nergie
libre joue un roˆle de force de rappel vis-a`-vis des flux de re´tro-diffusion qui sinon
conduiraient a` une de´composition spinodale du syste`me.
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Figure IV.12 – Interface O2 − O2 : trajectoires de la couche de me´lange dans le
diagramme (ρ, T ) pour κ = 10−4g−1cm7s−2 et pour P∞= 20 bar ( ), P∞= 40 bar
( ), P∞= 60 bar ( ) avec la limite de stabilite´ ( ) et les courbes de rose´e et
d’e´bullition ( ).
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Figure IV.13 – Interface O2 − O2 : trajectoires de la couche de me´lange dans le
diagramme (ρ, P ) pour κ = 10−4g−1cm7s−2 et pour P∞= 20 bar ( ), P∞= 40 bar
( ), P∞= 60 bar ( ) avec la limite de stabilite´ ( ) et les courbes de rose´e et
d’e´bullition ( ).
IV.2.3 E´volution de l’e´paisseur de me´lange
De manie`re a` quantifier l’impact des deux parame`tre pression et capillarite´, il
est possible de de´finir une e´paisseur de me´lange par
δ = (ρmax − ρmin)/∇ρmax. (IV.35)
Cette dernie`re de´pend en grande partie des conditions limites et en particulier
des vitesses d’injection des re´actifs et de leur tempe´rature respective. Elle n’est
donc pas absolue mais propre au point de fonctionnement. Ne´anmoins, a` conditions

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Figure IV.14 – Interface O2 − O2 : e´volution de l’e´paisseur de me´lange O2/O2 en
fonction de la pression : δ = (ρmax − ρmin)/|∇ρ|max avec κ = 10−6 ( ), κ = 10−4
( ), κ = 10−2 ( ).
limites fixe´es, elle permet d’avoir une e´paisseur relative qui suffit a` re´aliser une e´tude
parame´trique.
La figure IV.14 pre´sente l’e´volution de cette longueur en fonction de la pression
pour diffe´rentes valeurs du parame`tre capillaire κ. On note qu’il n’est pas possible
de re´aliser, avec une approche monophasique, de calcul a` des pressions subcritiques
sans e´nergie volumique de capillarite´ puisque l’e´paisseur de me´lange devient nulle en
dessous de la pression critique de l’oxyge`ne. Ce n’est pas le cas lorsque le parame`tre
κ est non nul.
Les e´tudes ante´rieures de couche de me´lange e´tire´e ont souligne´ le caracte`re auto-
similaire de ces structures par rapport a` l’e´tirement. Le fait d’ajouter le terme de
second gradient dans les e´quations de conservation brise a priori cette proprie´te´. De
manie`re a` e´tudier l’influence respective de l’e´tirement et du parame`tre de capillarite´,
nous avons calcule´ l’e´volution de l’e´paisseur de l’interface pour deux valeurs de
l’e´tirement de 100 s−1 et 1000 s−1 et pour deux valeurs du parame`tre de capillarite´
10−4g−1cm7s−2 et 10−2g−1cm7s−2 . Cela nous a donc conduit a` quatre cas de calcul
dont les re´sultats sont pre´sente´s sur la figure IV.15.
Aux pressions supercritiques, l’effet de l’e´nergie volumique de capillarite´ dis-
parait progressivement lorsqu’on s’e´loigne de la pression critique puisque asymp-
totiquement l’e´paisseur de me´lange ne de´pend que de la pression ambiante et de
l’e´tirement avec une de´pendance en 1/
√
 .
Aux pressions subcritiques, l’effet de l’e´tirement disparait progressivement lors-
qu’on s’e´loigne de la pression critique puisque asymptotiquement l’e´paisseur de
me´lange ne de´pend que de la pression et du parame`tre de capillarite´ avec une
de´pendance en
√
κ.
On a donc utilise´ le mode`le de second gradient pour une simulation de transi-
tion dense/dilue´ pour un corps pur a` des pressions subcritique et supercitique ou`
l’on re´sout le syste`me complet de transport de masse, de quantite´ de mouvement

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Figure IV.15 – Interface O2 − O2 : influences respectives de l’e´tirement et du
parame`tre de capillarite´ : =100 s−1 et κ = 10−4 ( ), =1000 s−1 et κ = 10−4 ( ),
=100 s−1 et κ = 10−2 ( ) et =1000 s−1 et κ = 10−2 ( )
et d’e´nergie avec l’expression des flux de diffusion haute pression. Le mode`le du
second gradient a agi comme attendu dans la zone subcritique pour lequel il a e´te´
de´veloppe´ initialement. Il permet le calcul de la transition a` travers les zones in-
stables thermodynamiquement en contrebalanc¸ant les flux de re´tro-diffusion. Dans
la zone supercritique, les effets sont limite´s aux pressions proches de la pression cri-
tique. Lorsque l’interface est naturellement diffuse le terme de second gradient ne
permet pas d’e´taler d’avantage la transition sans conse´quences trop importantes sur
les perturbations en pression.
IV.3 Interfaces non-re´actives entre oxyge`ne ga-
zeux et eau liquide
Afin de tester la me´thode de second gradient sur la description d’une interface
de type chimique on peut s’inte´resser a` la transition entre de l’eau dense (fluide ou
liquide en fonction de la pression) et de l’oxyge`ne gazeux qui existe aux pressions
supe´rieures a` la pression critique de l’eau.
On a vu au chapitre I que pour cette gamme de pression le me´lange O2 − H2O
posse´dait une courbe de pression, tempe´rature et composition critique. Il est donc
possible de partir d’une situation ou` l’on est stable et entie`rement dans la zone dite
gazeuse. On peut ensuite jouer soit sur la pression soit sur la tempe´rature de manie`re
a` pe´ne´trer dans la zone instable.
IV.3.1 Conditions aux limites
On a choisi ici de fixer la pression a` P∞=260 bar et d’injecter de l’oxyge`ne et
de l’eau purs et de faire baisser progressivement la tempe´rature d’injection note´e T 0

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qu’on impose e´gale des deux cote´s.
Table IV.3 – Conditions aux limites
T (+∞) = T 0, T (−∞) = T 0
YO2(+∞) = 0, 0, YO2(−∞) = 1, 0
YH2O(+∞) = 1, 0, YH2O(−∞) = 0, 0
v˜ξ(+∞) = 1, 0, v˜ξ(−∞) =
√
ρ+
ρ−
IV.3.2 Structure des interfaces
Parmi les diffe´rents points de fonctionnement, on a retenu ici trois cas pour
illustrer l’action du second gradient, un premier cas tel que le me´lange soit naturel-
lement stable (T 0= 675 K) et deux cas instables thermodynamiquement (T 0= 668 K
et 660 K). Les calculs sont re´alise´s en employant la me´thode d’interface diffuse du
second gradient avec une valeur du parame`tre de capillarite´ de κ = 10−4g−1cm7s−2.
Les profils de tempe´rature obtenus sont repre´sente´s en figure IV.16. On peut
observer que le me´lange entre l’eau et l’oxyge`ne ne s’effectue pas de manie`re iso-
therme, c’est l’un des effets de la thermodynamique des gaz re´els pour un me´lange.
L’enthalpie de chaque espe`ce de´pend de la composition globale du me´lange, on peut
donc identifier une e´nergie propre et une e´nergie d’interaction qui fait baisser la
tempe´rature globale du me´lange.
 580
 600
 620
 640
 660
 680
-3 -2 -1  0  1  2  3
te
m
p
e´r
at
u
re
(K
)
distance (µm)
metastable
Figure IV.16 – Interface O2 − H2O a` P∞=260 bar : profils de tempe´rature pour
T 0 ( ) 660 K, ( ) 668 K et ( ) 675 K.
Les profils de fraction molaire d’eau trace´s en figure IV.17 mettent en e´vidence
la pre´sence d’une discontinuite´ sur la composition du me´lange pour les tempe´ratures
d’injection de 668 K et 660 K. On pourra e´galement noter que l’intensite´ de ce saut
augmente quand la tempe´rature diminue.
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Cette discontinuite´ de composition entraine e´galement une discontinuite´ de la
masse volumique que l’on peut voir sur la figure IV.18. On a donc affaire a` une vapeur
en e´quilibre avec un liquide les deux phases ayant des compositions diffe´rentes.
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Figure IV.17 – Interface O2 − H2O a` P∞=260 bar : profils de fraction molaire
pour T 0 ( ) 660K, ( ) 668K et ( ) 675K.
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Figure IV.18 – Interface O2 − H2O a` P∞=260 bar : profils de masse volumique
pour T 0 ( ) 660K, ( ) 668K et ( ) 675K.
IV.3.3 Trajectoires dans le diagramme de phase
L’utilisation d’un diagramme de phase permet de mettre en e´vidence les ca-
racte´ristiques de cette interface liquide/vapeur binaire. Le diagramme (XH2O, T )
montre ainsi que ces interfaces sont isothermes et les deux phases en regard corres-
pondent a` deux e´tats a` l’e´quilibre. Pour la trajectoire de la solution a` 675 K, on
peut voir qu’elle pe´ne`tre dans la zone me´tastase sans franchir la limite de stabilite´.
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Figure IV.19 – Interface O2−H2O a` P∞=260 bar : trajectoires dans le diagramme
(XH2O, T ) pour T
0 ( ) 660K, ( ) 668K et ( ) 675K. Equilibres diphasiques ( )
et limite de stabilite´ ( ) du me´lange.
Les sauts de pression induits par le mode`le de second gradient lors de la traverse´e
de l’interface sont repre´sente´s sur la figure IV.20. Comme pour le cas de l’oxyge`ne
pur, les zones impacte´es sont uniquement situe´es dans la traverse´e de l’interface
entre les deux points a` l’e´quilibre. L’amplitude des perturbations augmente avec
l’intensite´ du saut et donc avec la baisse de la tempe´rature T 0.
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Figure IV.20 – Interface O2−H2O a` P∞=260 bar : trajectoires dans le diagramme
(XH2O, P ) a` 260 bar pour T
0 ( ) 660K, ( ) 668K et ( ) 675K.
En conclusion, l’approche du second gradient donne une repre´sentation continue
des e´quilibres chimiques liquide/vapeur de me´lange binaire. Le mode`le s’active de
manie`re cible´e dans la zone de transition entre les deux phases en e´quilibre. Ces
e´quilibres sont caracte´rise´s par des sauts de densite´ et de composition au niveau de
l’interface. La formulation du second gradient que nous avons retenue ne reposant
que sur la densite´ globale du me´lange, cette discontinuite´ du volume massique au
niveau de l’interface est ne´cessaire a` l’activation des termes dus au second gradient.
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Dans une situation ou` l’e´quilibre existerait, entre deux fluides de meˆme densite´, un
autre parame`tre d’interface doit eˆtre utilise´.
IV.4 Interfaces non-re´actives entre oxyge`ne froid
et un me´lange oxyge`ne/eau
Le choix de ce cas test est induit par la structure de flamme de diffusion entre
l’oxyge`ne et l’hydroge`ne. Les e´tudes ante´rieures re´alise´es par Matuszewski et les
e´tudes pre´liminaires re´alise´es a` haute pression montrent en effet que dans une flamme
e´tire´e entre de l’oxyge`ne et de l’hydroge`ne, la combustion a lieu au voisinage du point
d’arreˆt le´ge`rement du cote´ oxyge`ne. Les espe`ces ainsi produites re´tro-diffusent dans
l’e´coulement et par conse´quent au moment ou l’oxyge`ne transite du dense au dilue´,
il existe une faible concentration d’eau et de pe´roxyde d’hydroge`ne dans le me´lange.
Les autres espe`ces produites se trouvent seulement sous forme de traces. En effet,
ce sont pour la plupart des espe`ces instables aux basses tempe´ratures et elles ont
donc tendance a` se recombiner. Les e´tudes pre´liminaires ont e´galement montre´ que
le pe´roxyde d’hydroge`ne ne jouait quasiment pas sur la stabilite´ thermodynamique
du me´lange. Nous nous sommes donc limite´s a` une e´tude d’un me´lange entre de
l’oxyge`ne froid et un me´lange fluide compose´ d’oxyge`ne et d’eau.
IV.4.1 Conditions aux limites
On re´alise la simulation d’une structure e´tire´e entre de l’oxyge`ne froid pur et
un me´lange compose´ a` 98 % d’oxyge`ne et a` 2 % d’eau a` 400 K repre´sentatif des
situations en amont de la flamme de diffusion O2 − H2. On fait ensuite varier la
pression P∞ impose´e en condition limite.
Table IV.4 – Conditions aux limites
T (+∞) = 400K, T (−∞) = 140K
YO2(+∞) = 0, 98, YO2(−∞) = 1, 00
YH2O(+∞) = 0, 02, YH2O(−∞) = 0, 00
v˜ξ(+∞) = 1, v˜ξ(−∞) =
√
ρ+
ρ−
IV.4.2 Structure e´tire´e monophasique
On commence par re´aliser des simulations sans utiliser le second gradient. On
fait progressivement baisser la pression en partant de 80 bar.
L’e´volution des profils de tempe´rature est repre´sente´e sur la figure IV.21, ces
derniers sont tre`s peu modifie´s par la pression. Ils sont principalement controˆle´s par
la diffusion de la chaleur qui de´pend du coefficient de diffusion thermique qui est ici
peu sensible aux variations de pression et de composition.
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Figure IV.21 – Interface O2 − O2/H2O : e´volution des profils de tempe´rature en
fonction de la pression : a` 80 bar ( ), a` 70 bar ( ) et a` 60 bar ( ).
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Figure IV.22 – Interface O2 − O2/H2O : e´volution des profils de fraction molaire
d’eau en fonction de la pression : a` 80 bar ( ), a` 70 bar ( ) et a` 60 bar ( ).
Les profils de fraction molaire trace´s sur la figure IV.22 sont de plus en plus
raides au fur et a` mesure que la pression baisse. Cela s’explique par la chute du
coefficient γ12 introduit au chapitre II et trace´ sur la figure IV.23. En effet, si l’on
ne´glige l’effet Soret pour un me´lange binaire, le flux de diffusion de l’espe`ce i est
donne´ par
J1 = −ργ12DB12∇Y 1. (IV.36)
La masse volumique, la vitesse et le coefficient de diffusion binaire sont modifie´s
par les conditions de pression, tempe´rature et de composition mais on peut faire
l’hypothe`se raisonnable que ces variations sont faibles devant la diminution de γ12
pour simplifier la compre´hension. Pour e´quilibrer les membres de gauche et de droite,
une baisse de γ12 est alors compense´e par une augmentation localise´e des gradients
des fractions massiques des espe`ces. Lors du passage de 80 bar a` 60 bar le minimum
de γ12 est divise´ approximativement par 3 et on observe le ratio inverse sur la pente

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Figure IV.23 – Interface O2−O2/H2O : e´volution de γ12 en fonction de la pression :
a` 80 bar ( ), a` 70 bar ( ) et a` 60 bar ( ).
maximale des profils de fractions molaires d’eau ce qui est cohe´rent avec l’explication
pre´ce´dente.
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Figure IV.24 – Interface O2−O2/H2O : trajectoire dans le diagramme des phases
(v,XH2O) a` 80 bar ( ) et limite de stabilite´ ( ).
Les figures IV.24 et IV.25 montrent les trajectoires de la structure dans le dia-
gramme des phases (v,XH2O) a` 80 et 60 bar avec les limites de stabilite´ respectives.
On peut voir que la limite de stabilite´ se de´place vers les volumes massiques plus
grands et les fractions molaires d’eau plus faibles quand la pression diminue. Ce
qui a pour conse´quence pour la structure de se rapprocher de la limite de stabilite´
quand la pression baisse. On peut voir sur la figure IV.25 qu’avec la formulation des
flux non ide´ale, la zone d’instabilite´ est re´pulsive. La trajectoire a` 60 bar vient ainsi
froˆler la limite de stabilite´ sans jamais la croiser.
Cette force re´pulsive est ne´anmoins limite´e et la limite est franchie pour une pres-
sion ambiante de 55 bar. Cet e´ve´nement doit physiquement entrainer une se´paration
de phases. Par rapport aux e´tudes pre´liminaires re´alise´es dans le chapitre I, on peut

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Figure IV.25 – Interface O2−O2/H2O : trajectoire dans le diagramme des phases
(v,XH2O) a` 60 bar ( ) et limite de stabilite´ ( ).
pre´voir que de l’eau liquide doit apparaitre dans le calcul. Le code e´tant monopha-
sique et monodimensionel, cela conduit a` des configurations impossibles a` simuler
malgre´ la prise en compte du second gradient. En effet le second gradient permet
de repre´senter de manie`re fine la transition entre deux phases. Mais cela pre´suppose
que l’e´tat gauche et l’e´tat droit correspondent justement a` ces deux phases. Or dans
notre situation on ne peut pas de´finir de zone spatiale ou` l’on serait dans la phase
eau liquide et une zone ou` l’on serait dans le gaz. Il est donc ne´cessaire d’avoir un
traitement spe´cifique pour l’eau liquide.
IV.4.3 Structure e´tire´e avec gaz e´quivalent pour l’eau li-
quide
L’analyse thermodynamique nous a montre´ qu’il est ne´cessaire d’introduire une
nouvelle phase liquide majoritairement compose´e d’eau. Des conclusions analogues
ont e´te´ obtenues par Lafon et al. lors leur e´tude de l’e´vaporation des gouttes d’oxyge`ne
liquide dans une chambre de combustion a` pression subcritique [LMYH07]. La
condensation de l’eau a` la surface de gouttes d’azote liquide a e´galement e´te´ e´tudie´e
expe´rimentalement par Powell [Pow88]. Dans notre situation et compte tenu des
re´sultats pre´liminaires les phe´nome`nes de condensation et vaporisation sont pris en
compte via une re´action
H2O H2Oliq (IV.37)
ou` l’on ne´glige l’oxyge`ne dissout dans la phase liquide.
Un mode`le complet pour tenir compte de la nucle´ation de goutte d’eau liquide et
capable de suivre ensuite l’e´volution de leur tempe´rature, de leur vitesse et de leur
diame`tre sort du cadre de cette the`se. En effet la concentration et la taille de ces
gouttes sont suffisamment faibles pour pouvoir faire l’hypothe`se que ces dernie`res
suivent l’e´coulement vgoutte = vgaz et que l’e´quilibre thermique avec le gaz est rapi-
dement ve´rifie´ et donc Tgoutte = Tgaz. De manie`re a` ne pas augmenter la complexite´
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du calcul, l’hypothe`se de gaz e´quivalent est e´galement faite. Cette mode´lisation in-
troduit une nouvelle e´quation de conservation pour l’eau liquide
∂tρH2Oliq +∇.(ρH2Oliqv) = MH2OliqωH2Oliq , (IV.38)
ou` le terme source est mode´lise´e de fac¸on analogue aux re´actions chimiques classiques
par
ωH2Oliq = K?
(
g0H2O − g0H2Oliq
)
, (IV.39)
avecK? = K
′
?YH2Oj en prenantK
′
? comme une constante et j comme la phase gazeuse
lorsque les gouttes se condensent et j comme la phase liquide quand les gouttes
s’e´vaporent. Le terme source correspondant est e´galement ajoute´ sur l’e´quation de
conservation de l’eau dans la phase gazeuse.
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Figure IV.26 – Interface O2−O2/H2O : profils des fractions massiques d’eau dans
la phase gazeuse a` 60 bar en fonction du coefficient d’e´vaporation : K ′? = 0 (sans
gaz e´quivalent) ( ), K ′? = 10
−8 ( ), K ′? = 10
−7 ( ), K ′? = 10
−6 ( ) et K ′? = 10
−4
( ).
Le mode`le de gaz e´quivalent a donc e´te´ imple´mente´ dans notre solveur mono-
dimensionnel de structure e´tire´e en laissant le parame`tre K ′? comme une donne´e
utilisateur. Cette nouvelle fonctionnalite´ a e´te´ utilise´e pour recalculer l’interface
entre l’oxyge`ne froid et le me´lange gazeux a` 60 bar pour cinq valeurs de K ′?, un pre-
mier cas de re´fe´rence avec K ′? = 0 qui correspond a` la situation sans condensation
de l’eau liquide et quatre valeurs non-nulles K ′? = 10
−8, K ′? = 10
−7, K ′? = 10
−6 et
K ′? = 10
−4. Comme on peut le voir sur la figure IV.26, l’introduction d’une phase
contenant de l’eau ”liquide” qui e´change de la masse avec la phase ”gazeuse” change
le profil des espe`ces. Pour mieux saisir l’effet de cette nouvelle phase, les trajectoires
correspondant aux cinq situations sont reporte´es sur un diagramme (v,XH2O) sur
la figure IV.27. Lorsque la phase d’eau liquide est introduite, la trajectoire du gaz
s’e´loigne de la zone instable pour se rapprocher de la courbe d’e´quilibre entre l’eau
liquide et la phase gazeuse. Plus la constante K ′? est grande et plus cet effet est
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Figure IV.27 – Interface O2 − O2/H2O : trajectoires de la phase gazeuse dans le
diagramme (v,XH2O) a` 60 bar en fonction du coefficient d’e´vaporation : K
′
? = 0
(sans gaz e´quivalent) ( ), K ′? = 10
−8 ( ), K ′? = 10
−7 ( ), K ′? = 10
−6 ( ) et
K ′? = 10
−4 ( ) avec courbe d’e´quilibre ( ) et limite de stabilite´ ( ).
important. Cependant lorsque la constante K ′? est trop importante la re´action a
tendance a` de´passer l’e´quilibre ce qui rend e´galement le calcul instable.
Des calculs a` une pression ambiante subcritique de P∞=45 bar ont ensuite e´te´
re´alise´s. Il faut pre´ciser que sans condensation de l’eau liquide ces calculs ne seraient
pas re´alisables. Dans le cas de calculs subcritiques, il existe pour chaque pression
ambiante une valeur minimale de la constante de re´action pour garantir que la
trajectoire ne rentre pas dans la zone instable lie´e a` la condensation de l’eau. Les
trajectoires suivies a` 45 bar sont pre´sente´es dans un diagramme (v,XH2O) sur la
figure IV.28 pour trois valeurs de la constante de re´action K ′? = 2. 10
−6 , K ′? = 10
−5
et K ′? = 10
−4.
Comme pour le cas supercritique, l’effet de la condensation de l’eau liquide
conduit a` une diminution de la fraction molaire d’eau pre´sente dans la phase gazeuse.
La phase gazeuse s’e´loigne ainsi de la zone instable. Cependant, comme pour le cas
d’une interface d’oxyge`ne pur, il n’existe pas de chemin pour e´viter la zone instable
chimiquement entre les courbes d’e´quilibre entre l’oxyge`ne liquide et l’oxyge`ne ga-
zeux repre´sente´es en orange sur la figure IV.28. La formulation de l’interface diffuse
de type second gradient rentre alors en jeu pour permettre de traverser continuˆment
cette zone. On pourra noter que l’e´volution de la fraction molaire d’eau n’est pas mo-
notone sur la figure IV.29. Elle de´croit dans la zone entre les e´quilibres de l’oxyge`ne
gazeux et liquide. Cela est cohe´rent avec notre analyse des e´quilibres eau-oxyge`ne,
entre les deux e´tats a` l’e´quilibre l’eau est plus soluble dans l’oxyge`ne liquide que
dans l’oxyge`ne gazeux.

Flammes e´tire´es entre oxyge`ne froid et hydroge`ne froid Section IV.5
 1e-12
 1e-10
 1e-08
 1e-06
 0.0001
 0.01
 1
 0  0.005  0.01  0.015  0.02  0.025
fr
a
ct
io
n
m
o
la
ir
e
d
’e
au
volume massique (m3/kg)metastable
Figure IV.28 – Interface O2 − O2/H2O : trajectoires de la phase gazeuse dans le
diagramme (v,XH2O) a` 45 bar en fonction du coefficient d’e´vaporation : K
′
? = 2. 10
−6
( ), K ′? = 10
−5 ( ), K ′? = 10
−4 ( ), avec courbe d’e´quilibre avec l’eau liquide
( ) courbe d’e´quilibre entre l’oxyge`ne liquide et l’oxyge`ne gazeux ( ) et limite de
stabilite´ ( ).
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Figure IV.29 – Profils de fraction molaire d’eau dans la phase gazeuse a` 45 bar en
fonction du coefficient d’e´vaporation : K ′? = 2. 10
−6 ( ), K ′? = 10
−5 ( ), K ′? = 10
−4
( ).
IV.5 Flammes e´tire´es entre oxyge`ne froid et hy-
droge`ne froid
Ce calcul est repre´sentatif des structures de flammelettes que l’on retrouve dans
les flammes de diffusion turbulentes. Cette configuration, outre le nombre d’espe`ces
qui augmente, se complexifie par les re´actions chimiques. Ces dernie`res apportent
une raideur supple´mentaire au syste`me d’e´quations et des couplages non line´aires
entre les diffe´rentes espe`ces. Par ailleurs, les re´actions chimiques cre´ent une source
d’e´nergie ce qui accroit les gradients de tempe´rature dans l’e´coulement et qui entraine
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une augmentation des autres variations thermodynamiques. Les flammes de diffusion
supercritiques ont fait l’objet de nombreuses e´tudes. L’influence de l’utilisation de
sche´mas re´actionnels complexes sur la structure de flamme a e´te´ e´tudie´ par Darabiha
[DCGS88, Dar92]. Les limites d’extinction en fonction du taux d’e´tirement ont fait
l’objet du travail de Pons [PDC+09a] et Giovangigli [GM12a]. L’e´tude de l’influence
de la pression a e´te´ effectue´e par Ribert [RZY+08], sur des plages de pressions
subcritique et supercritique en utilisant des tempe´ratures d’injection supe´rieures a`
la tempe´rature critique de l’oxyge`ne. Notre e´tude s’inscrit dans le prolongement
de ces travaux en e´tudiant l’influence de la pression sur la structure de flamme et
sur la transition dense-dilue´ de l’oxyge`ne, injecte´ a` une tempe´rature infe´rieure a` sa
tempe´rature critique.
IV.5.1 Conditions aux limites
La structure de flamme e´tire´e est obtenue en injectant a` contre-courant de
l’oxyge`ne froid a` une tempe´rature T− = 100 K et de l’hydroge`ne a` une tempe´rature
T+ = 300 K qui correspondent a` des conditions proches des cas re´els d’injection dans
des moteurs cryotechniques. Le choix d’une tempe´rature d’injection infe´rieure a` la
tempe´rature critique de l’oxyge`ne avait e´galement e´te´ fait par Ribert [RZY+08], pour
des pressions supe´rieures a` 50 bar. La me´thode du second gradient permet d’e´tendre
cette e´tude a` des pressions subcritiques. L’e´tirement a` e´te´ fixe´ a`  = 10000 s−1 qui
corrspond a` de l’hydroge`ne ayant une vitesse normale de l’ordre de 100 m.s−1 sur
une longueur caracte´ristique de 1 mm. La pression ambiante peut varier d’un calcul
a` l’autre de manie`re a` pouvoir re´aliser une e´tude parame´trique de l’influence de la
pression sur la structure de flamme. L’ensemble des conditions limites est rappele´
dans le tableau IV.5.
Table IV.5 – Conditions aux limites
T (−∞) = 100 K, T (−∞) = 300 K
YO2 −∞) = 1, 0, YO2(+∞) = 0, 0
YH2(−∞) = 0, 0, YH2(+∞) = 1, 0
v˜ξ(−∞) =
√
ρ+
ρ− , v˜ξ(+∞) = 1, 0
IV.5.2 Cine´tique chimique
Diffe´rents sche´mas re´actionnels ont e´te´ teste´s sans que les diffe´rents profils soient
significativement modifie´s. Par conse´quent nous avons garde´ pour toute l’e´tude le
sche´ma re´actionnel de O` Conaire et al. [OCCS+04] donne´ dans la table IV.6.
La condensation de l’eau liquide pre´sente´e a` la section pre´ce´dente est e´galement
employe´e dans ces simulations avec la relation
H2O H2Oliq. (IV.40)
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Table IV.6 – Sche´ma cine´tique O` Conaire et al. [OCCS+04] au formalisme CHEM-
KIN
H+O2=OH+O 1.91E14 0.00 16440.
O+H2=OH+H 5.08E04 2.67 6292.
OH+H2=H2O+H 2.16E08 1.51 3430.
O+H2O=2OH 2.97E06 2.02 13400.
H2+M=H+H+M 4.57E19 -1.40 105100.
H2/2.50/ H2O/12.0/
O+O+M=O2+M 6.17E15 -0.50 0.
H2/2.50/ H2O/12.0/
O+H+M=OH+M 4.72E18 -1.00 0.
H2/2.50/ H2O/12.0/
H+OH+M=H2O+M 4.50E22 -2.00 0.
H2/0.73/ H2O/12.0/
H+O2(+M)<=>HO2(+M) 1.48E12 0.60 0.
LOW / 3.48E+16 -0.41 -1120./
TROE/ 0.5000 1.E-30 1.E+30/
H2/1.30/ H2O/14.00/
H+HO2=H2+O2 1.66E13 0.00 820.
H+HO2=2OH 7.08E13 0.00 300.
O+HO2=O2+OH 3.25E13 0.00 0.
OH+HO2=H2O+O2 2.89E13 0.00 -500.
HO2+HO2<=>H2O2+O2 4.20E14 0.00 11980.
DUPLICATE
HO2+HO2¡=¿H2O2+O2 1.30E11 0.00 -1629.
DUPLICATE
H2O2(+M)<=>OH+OH(+M) 2.95E14 0.00 48400.
LOW / 1.200E+17 .000 45500./
TROE/ .5000 1.E-30 1.E+30/
H2/2.50/ H2O/12.0/
H2O2+H=H2O+OH 2.41E13 0.00 3970.
H2O2+H=HO2+H2 6.03E13 0.00 7950.
H2O2+O=HO2+OH 9.55E06 2.00 3970.
H2O2+OH=H2O+HO2 1.00E12 0.00 0.
DUPLICATE
H2O2+OH=H2O+HO2 5.80E14 0.00 9560.
DUPLICATE
IV.5.3 Structure de flamme de diffusion
Nous avons se´lectionne´ le cas repre´sentatif d’une flamme supercritique a` une
pression P∞ = 60 bar et le cas d’une flamme subcritique a` une pression P∞ = 45
bar.
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Flamme e´tire´e supercritique
Les figures IV.30 et IV.31 pre´sentent l’e´volution de la tempe´rature, des fractions
molaires des diffe´rentes espe`ces et de la densite´ dans la structure de flamme e´tire´e
a` 60 bar pour une valeur du parame`tre de capillarite´ fixe´e a` κ = 10−2g−1cm7s−2 et
une constante de pseudo-condensation de l’eau de K ′? = 10
−4 mol.s.cm −5. Cette
configuration met en e´vidence quelques caracte´ristiques de la flamme e´tire´e entre
oxyge`ne et hydroge`ne froids. Tout d’abord, il apparait sur la figure IV.30 que la
flamme est situe´e le´ge`rement en amont oxyge`ne du point d’arreˆt cote´ situe´ a` une
abscisse x = 0 µm. La figure montre e´galement que la transition dense-dilue´ a lieu en
amont de la flamme dans la zone de pre´chauffage. La figure IV.31 met en e´vidence
l’apparition de l’eau liquide avec un pic a` 1% en fraction molaire.
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Figure IV.30 – Flamme e´tire´e a` 60 bar : profil de masse volumique ( ) et de
tempe´rature ( ).
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Figure IV.31 – Flamme e´tire´e a` 60 bar : profils des espe`ces.
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Flamme e´tire´e subcritique
L’utilisation du second gradient et de la condensation de l’eau liquide permet
de calculer des flammes e´tire´es a` des pressions subcritiques avec une e´vaporation
de l’oxyge`ne liquide en amont de la flamme. On peut en particulier s’attarder sur
la flamme e´tire´e a` 45 bar pour une valeur du parame`tre de capillarite´ fixe´ a` κ =
10−2g−1cm7s−2 et une constante de pseudo-condensation de l’eau de K ′? = 10
−4
mol.s.cm −5 .
Les profils de tempe´rature et de masse volumique sont pre´sente´s sur la figure
IV.32. Par rapport a` la flamme calcule´e a` 60 bar, on observe une baisse de la
tempe´rature maximale de 3655 K a` 3610 K et un e´largissement de la structure
en accord avec les observations re´alise´es dans les e´tudes ante´rieures. Hormis cette
dilatation spatiale l’amplitude des diffe´rents profils de fractions molaires restent
quasiment identiques comme on peut le voir sur la figure IV.33.
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Figure IV.32 – Flamme e´tire´e a` 45 bar : profils de masse volumique ( ) et de
tempe´rature ( ).
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Figure IV.33 – Flamme e´tire´e a` 45 bar : profils des espe`ces.
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IV.5.4 Enthalpie spe´cifique au voisinage de l’instabilite´
me´canique
Le proble`me de la de´finition des grandeurs spe´cifiques a` pression constante pose
proble`me au voisinage de l’instabilite´ me´canique ∂ρP = 0. En effet, par de´finition
ces termes posse`dent une partie qui diverge lorsque ∂ρP tend vers 0. Notre ob-
jectif e´tant de traverser la zone d’instabilite´ me´canique, cela introduit une diffi-
culte´ supple´mentaire. En effet, les grandeurs spe´cifiques et en particulier l’enthalpie
spe´cifique interviennent dans la de´finition des flux non ide´aux. Il est donc ne´cessaire
d’appliquer une limitation de ces termes dans les calculs des flux qui a e´te´ pre´sente´e
dans l’expression (IV.33). Les figures IV.34 et IV.35 montrent les conse´quences de
la diminution du terme ∂ρP sur la valeur de l’enthalpie spe´cifique de l’eau a` trois
pressions 54 bar, 70 bar et 90 bar. Lorsque la pression baisse, le minimum atteint par
∂ρP diminue et la variation de l’enthalpie spe´cifique augmente de fac¸on inversement
proportionnelle.
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Figure IV.34 – Flamme e´tire´e : e´volution du crite`re ∂ρP avec la pression : P = 54
bar ( ), P = 70 bar ( ), P = 90 bar ( )
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Figure IV.35 – Flamme e´tire´e : e´volution de l’enthalpie spe´cifique de l’eau avec la
pression P = 54 bar ( ), P = 70 bar ( ), P = 90 bar ( ( )
IV.5.5 Influence du parame`tre de capillarite´
Une fois la structure globale des flammes e´tudie´e, on peut s’inte´resser a` la transi-
tion de l’oxyge`ne dense dans ces structures. On peut ainsi e´tudier la transition pour
trois valeurs du parame`tre de capillarite´ κ = 10−4g−1cm7s−2, κ = 10−2g−1cm7s−2 et
κ = 0, 1g−1cm7s−2 pour des pressions de 60 et 45 bar.
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Figure IV.36 – Flamme e´tire´e : profils de masse volumique κ=0,0001 ( ),
κ=0,01 ( ), κ=0,1 ( ).
L’e´volution des profils de masse volumique a` 60 bar est repre´sente´e sur la fi-
gure IV.36, la transition est tre`s peu influence´e par la valeur du parame`tre de capil-
larite´. On observe des diffe´rences sur les profils sur une distance de l’ordre du micron.
Au dela` les profils se superposent. Pour des valeurs du parame`tre de capillarite´ rai-
sonnables, les phe´nome`nes de pseudo e´vaporation de l’oxyge`ne et la combustion
dans la flamme sont donc en grande partie de´corre´le´s, mais la pre´sence de la flamme
impose les gradients de tempe´rature dans la zone de pre´chauffage.
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Figure IV.37 – Flamme e´tire´e : profils de masse volumique κ=0,0001 ( ),
κ=0,01 ( ), κ=0,1 ( )
Comme pour la transition dans l’oxyge`ne pur, on observe de fortes diffe´rences sur
la structure subcritique a` 45 bar sur la figure IV.37 . Plus le parame`tre de capillarite´
est faible et plus la transition est raide. Cependant, comme dans le cas supercritique,
cette modification de la transition dense-dilue´ n’a pas d’effet a` longue distance. En
effet, a` moins de quelques microns de l’interface les diffe´rents profils se superposent.
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Figure IV.38 – Flamme e´tire´e : trajectoires (ρ,T ) κ=0,0001 ( ), κ=0,01 ( ),
κ=0,1 ( ).
On peut tracer les trajectoires de la flamme a` 45 bar dans les diagrammes (ρ, T )
et (ρ, P ) sur les figures IV.38 et IV.39 sur lesquelles on ajoute les courbes d’e´quilibre
et les limites de stabilite´ thermodynamique de l’oxyge`ne pur. Pour une valeur de
κ = 10−4g−1cm7s−2, la transition a lieu quasiment de manie`re isotherme entre les
deux points a` l’e´quilibre. Pour les plus grandes valeurs du parame`tre de capillarite´,
la transition n’est plus isotherme comme on peut le voir sur le diagramme IV.38 et
s’e´tend au dela` des e´quilibres thermodynamiques. L’amplitude de l’oscillation de la

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Figure IV.39 – Flamme e´tire´e : trajectoires (ρ,P ) κ=0,0001 ( ), κ=0,01 ( ),
κ=0,1 ( )
perturbation en pression augmente ainsi que la plage de masses volumiques ou` la
pression est modifie´e comme on peut le voir sur le diagramme IV.39. Ce phe´nome`ne
est diffe´rent de celui observe´ pour une structure d’oxyge`ne pur s’e´vaporant ou` les
diffe´rentes trajectoires se superposaient dans un diagramme des phases. Cette modi-
fication peut s’expliquer par la pre´sence de forts gradients thermiques induits par la
flamme dans la zone de pre´chauffage. En effet, en faisant l’hypothe`se que le champ
de tempe´rature reste fige´, l’e´cart de tempe´rature de part et d’autre de la transition
est en premie`re approximation proportionnel a` l’e´paisseur de la transition.
IV.5.6 Influence de la condensation
De fac¸on similaire a` l’e´tude de l’influence du parame`tre de capillarite´ on peut
e´tudier l’influence de la constante de la re´action de condensation de l’eau en re´gime
supercritique et subcritique. Les trajectoires suivies pour diffe´rentes du parame`tre
K ′? mol.s.cm
−5 sont repre´sente´es a` 60 bar sur la figure IV.40 et a` 45 bar sur la figure
IV.41.
Pour les deux pressions on observe un comportement similaire a` celui de la struc-
ture non re´active entre l’oxyge`ne pur et un me´lange contenant des traces d’eau. La
condensation de l’eau liquide est ne´cessaire pour e´viter la zone d’instabilite´ ther-
modynamique et se rapprocher de la courbe d’e´quilibre. Plus la pression diminue et
plus il est ne´cessaire d’avoir une constante K ′? forte pour e´viter de rencontrer la zone
d’instabilite´ lie´e a` la condensation de l’eau. On retrouve sur le diagramme IV.41 le
fait que la trajectoire traverse la zone instable, lie´e a` la transition dense-dilue´ de
l’oxyge`ne, graˆce au second gradient qui e´quilibre les termes de re´tro-diffusion des
flux non ide´aux. On notera que les diffe´rences engendre´es par les diffe´rentes valeurs
de K ′? sont limite´es a` la zone me´tastable. En dehors de celle-ci, les trajectoires se
superposent. Il n’y a donc pas d’influence a` longue porte´e sur la structure de flamme
de diffusion. L’eau gazeuse cre´e´e dans la flamme diffuse vers l’oxyge`ne froid et se

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Figure IV.40 – Flamme e´tire´e : influence de la condensation a` 60 bar. K ′? = 10
−4
mol.s.cm −5 ( ), K ′? = 10
−2 mol.s.cm −5 ( ), K ′? = 10
−6 mol.s.cm −5 ( ) et
K ′? = 10
−7 mol.s.cm −5 ( ). Courbe d’e´quilibre avec l’eau liquide ( ) et limite
de stabilite´ ( ).
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Figure IV.41 – Flamme e´tire´e : influence de la condensation a` 45 bar. K ′? = 10
−2
mol.s.cm −5 ( ), K ′? = 10
−4 mol.s.cm −5 ( )et K ′? = 10
−6 mol.s.cm −5 ( ).
Courbe d’e´quilibre ( ) et limite de stabilite´ ( ).
condense en amont de la zone de pre´chauffage.
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IV.5.7 Discre´tisation spatiale des interfaces
Au dela` de l’e´tude sur des structures de flammes e´tire´es stationnaires monodi-
mensionnelles, le second objectif de cette e´tude est d’e´tudier la possibilite´ d’amplifier
l’effet du second gradient de manie`re a` augmenter les e´paisseurs d’interface transcri-
tique sur des configurations industrielles. Dans la situation d’une interface entre de
l’oxyge`ne pur froid et chaud, on a montre´ que le second gradient pouvait augmenter
significativement l’e´paisseur aux pressions subcritique et que cet effet s’estompait
aux pressions supercritiques ou` l’interface est naturellement diffuse.
Dans cette e´tude, le mode`le de second gradient n’a jusqu’a` pre´sent e´te´ utilise´ que
sur des grilles adaptatives [Smo86, GS89]. Cette approche permet de s’affranchir des
difficulte´s lie´es au manque de raffinement du maillage. Chaque variation de profil est
capture´e par une fonction de poids ce qui engendre un ajout de points de manie`re
a` discre´tiser le phe´nome`ne en jeu. Par ailleurs les fonctions de lissage du maillage
permet de garder une grille dont la croissance est re´gulie`re, ceci permet de limiter
les proble`mes de discre´tisation des e´quations et en partie de re´duire la diffusion
nume´rique.
Cependant cette approche a un couˆt qui est acceptable sur des structures mono-
dimensionnelles stationnaires mais qui peut eˆtre prohibitif sur des ge´ome´tries indus-
trielles a` cause du temps ne´cessaire pour remailler et reprojeter les solutions. Enfin,
compte tenu de la taille des syste`mes en jeu, il n’est pas possible d’atteindre le meˆme
niveau de pre´cision que ce qui a pu eˆtre fait dans notre e´tude monodimensionnelle.
Pour finir notre e´tude sur les interfaces diffuses de type second gradient et les
flammes e´tire´es nous avons donc compare´ les re´sultats obtenus sur des grilles adap-
tatives a` ceux obtenus sur des grilles re´gulie`res plus repre´sentatives des besoins des
simulations nume´riques tridimensionnelles sur des configurations complexes. Trois
grilles re´gulie`res ont e´te´ conside´re´es avec une premie`re qui a une taille de maille de
∆1=0,12 µm, une seconde a` ∆2=0,17 µm et la troisie`me a` ∆3=0,25 µm.
On a dans un premier temps e´tudie´ l’e´volution de l’e´paisseur de la transition
entre l’oxyge`ne dense et l’oxyge`ne le´ger pour une valeur du parame`tre de capillarite´
de κ = 10−2g−1cm7s−2 sur les quatre grilles. L’e´paisseur est calcule´e a` partir des
gradients de masse volumique par
δ = ρmax/∇ρmax. (IV.41)
Les re´sultats obtenus sont pre´sente´s sur la figure IV.42. Tout d’abord a` une pression
donne´e on observe les effets de la diffusion nume´rique. En effet, plus le maillage
est grossier plus l’e´paisseur de la transition est grande. Par ailleurs, lors de cette
de´marche nous avons trouve´ pour chaque grille une valeur limite de la pression en
dessous de laquelle le calcul ne convergeait plus. En trac¸ant sur le graphique les lignes
de niveau correspondant a` cinq fois la taille de maille on s’aperc¸oit que les pressions
limites correspondent grossie`rement aux pressions pour lesquelles l’e´paisseur de la
transition correspond a` cinq fois la taille de maille des grilles.
Nous avons e´galement re´alise´ des simulations sur une grille donne´e a` ∆2=0,17
µm et calcule´ les profils pour diffe´rents parame`tres de capillarite´. Comme on peut
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le voir sur la figure IV.43, la pression limite calculable correspond e´galement a` la
pression telle que l’e´paisseur de la transition est environ e´gale a` cinq fois la taille de
maille.
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Figure IV.42 – Flamme e´tire´e : e´volution de l’e´paisseur de la couche de la transition
a` κ = 0, 01 sur trois grilles re´gulie`res ∆1=0,12 µ, ( ), ∆2=0,17 µm ( ), ∆3=0,25
µm ( ) et sur une grille auto-adaptative ( ). Niveaux correspondants a` 5∆1 ( ),
5∆2 ( ) et 5∆3 ( ).
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Figure IV.43 – Flamme e´tire´e : e´volution de l’e´paisseur de la couche de la transi-
tion sur la grille ∆2=0,17 µmen fonction du parame`tre de capillarite´ κ=0,0 ( ),
κ=0,01 ( ), κ=0,1 ( ) et 5∆2 ( ).
On conclut de cette e´tude en soulignant qu’il est ne´cessaire d’avoir au moins
cinq points pour discre´tiser la transition ce qui s’explique par la forme du profil de
pression a` la traverse´e. Avec moins de points dans la discre´tisation, l’amplitude de
la variation de pression ne peut eˆtre correctement repre´sente´e.
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IV.6 Conclusion
Les flux de diffusion non ide´aux et la me´thode d’interface diffuse de second gra-
dient ont e´te´ utilise´s dans le cadre de l’e´tude d’une structure e´tire´e a` faible nombre
de Mach. L’utilisation des flux non ide´aux a permis de retrouver les phe´nome`nes
de re´tro-diffusion et de de´composition spinodale associe´s aux instabilite´s thermo-
dynamiques. La me´thode du second gradient a au contraire un roˆle stabilisant en
contrebalanc¸ant les effets des flux de re´tro-diffusion ce qui permet de garder des
interfaces de tailles non-nulles et de rendre les proble`mes bien pose´s.
Lors de notre e´tude, les diffe´rentes configurations d’instabilite´s thermodyna-
miques mises en avant au chapitre I ont e´te´s reproduites : l’interface entre oxyge`ne
froid et oxyge`ne chaud, l’instabilite´ chimique dans un me´lange binaire eau-oxye`ne a`
des pressions supe´rieures aux pressions critiques de l’eau et de l’oxyge`ne et enfin l’in-
stabilite´ thermodynamique dans un me´lange binaire eau-oxyge`ne, riche en oxyge`ne
et froid au voisinage de la pression critique de l’oxyge`ne. La me´thode du second
gradient a permis dans toutes ces configurations de traverser de fac¸on continue les
instabilite´s et d’augmenter l’e´paisseur de l’interface.
Ces e´tapes nous ont permis d’identifier les difficulte´s pouvant apparaˆıtre dans le
calcul d’une flamme e´tire´e a` des pressions subcritiques vis a` vis de la pression critique
de l’oxyge`ne, en particulier l’explosion des enthalpies spe´cifiques et la condensation
de l’eau. Nous avons pu finalement simuler des flammes e´tire´es sur des gammes
de pressions subcritique et supercritique avec un mode`le unique. Lorsque la pres-
sion augmente, la flamme est moins e´paisse et plus chaude tandis qu’on observe
l’e´volution inverse sur l’e´paisseur de transition dense-dilue´ qui augmente avec la
pression. Nos calculs ont e´galement permis de montrer que la zone de transition
entre l’oxyge`ne dense et l’oxyge`ne le´ger avait lieu en amont de la zone de flamme
dans une zone ou` la tempe´rature de la flamme diffuse mais ou` les re´actions chimiques
ne sont que tre`s peu actives.
Cependant la ne´cessite´ de repre´senter la transition dense-dilue´ de moins d’un
micron d’e´paisseur sur au moins cinq points est une limitation pour l’application de
cette me´thode pour des configurations tridimensionelles de ge´ome´tries complexes.
Cette approche est adapte´e a` un calcul de flamme DNS ou` toutes les e´chelles sont
re´solues meˆmes les plus petites. Mais compte tenu des couˆts de calcul, les simulations
aux grandes e´chelles sont pour le moment privile´gie´es. La flamme est alors tre`s
rarement discre´tise´e par plus de 10 points, or la transition dense-dilue´ est environ
cent fois plus fine sur notre e´tude de flamme e´tire´e. Cela nous pousse donc a` e´tudier
pour ces applications une autre me´thode d’interface diffuse, la me´thode multifluide
qui est moins pre´cise mais plus robuste sur les maillages peu raffine´s utilise´s dans
les simulations aux grandes e´chelles.
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Chapitre V
Me´thode d’interface
diffuse de type multifluide
Nous avons utilise´ dans le chapitre pre´ce´dent une me´thode d’interface diffuse
de type second gradient pour repre´senter les transitions dense-dilue´ de l’oxyge`ne a`
pression subcritique et supercritique. Dans ce chapitre, nous nous inte´ressons a` une
autre me´thode d’interface diffuse de type multifluide. Les mode`les multifluides re-
posent sur la description du syste`me par deux (ou plus) fluides qui peuvent e´changer
de la masse, de l’e´nergie et de la quantite´ de mouvement. Baer et Nunziato [BN86]
ont propose´ un syste`me a` sept e´quations de transport : deux e´quations de masse,
deux de quantite´ de mouvement, deux d’e´nergie et une e´quation supple´mentaire
pour le transport de la fraction volumique de chaque phase pour de´crire la com-
bustion d’un gaz contenant de fines particules. Cette approche a par la suite e´te´
e´tendue a` des cas d’interface liquide vapeur. Dans son imple´mentation dans des
codes de calculs cette approche ne´cessite des flux spe´cifiques de manie`re a` controˆler
l’e´volution des e´changes et de la fraction volumique de chaque phase. Ces me´thodes
multifluides ont e´te´ utilise´es pour de´crire des proble`mes tre`s varie´s, la combustion
dans des milieux non homoge`nes comme la combustion dans des explosifs poreux
ou en pre´sence de particules [BN86, KMB+01], des sprays de gouttes dans un gaz
[Mur03] ou de particules solides [DLM+13]. On retrouve e´galement ces me´thodes
pour l’e´tude d’interfaces entre fluides compressibles en pre´sence d’une de´tonation
[Abg96, Shy98, SA99] et pour des phe´nome`nes de cavitation [BH05, SPA08, SPB09]
et d’e´bullition [Fac, LMSN14].
La premie`re partie de ce chapitre est consacre´e aux mode`les multifluides mono-
vitesse. Nous utilisons la the´orie des processus irre´versibles pour de´terminer la forme
des termes de diffusion de chaque fluide et des termes d’e´change entre fluides. La
seconde partie est de´die´e a` l’obtention d’un syste`me d’e´quations avec une fermeture
isobare et une fermeture isotherme entre les fluides, qui correspond a` l’environnement
du code CEDRE dans lequel nous souhaitons imple´menter le mode`le. Ce mode`le est
ensuite utilise´ pour des calculs de flammes e´tire´es que l’on compare aux re´sultats
obtenus au chapitre IV pour valider l’approche multifluide sur les applications vise´es.
Enfin, la dernie`re partie de ce chapitre de´taille le rapprochement des me´thodes
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d’interface diffuse multifluides et de type second gradient pour obtenir des mode`les
multifluides avec une tension de surface.
V.1 Mode`le a` six e´quations e´tendu aux fluides
multiespe`ces
Les mode`les multifluides reposent sur une description de l’e´tat local par deux
fluides non miscibles en de´se´quilibre. La spe´cificite´ de ces mode`les est de supposer
que chacun des fluides peut eˆtre pre´sent en n’importe quel point du syste`me. La
pre´sence du i-e`me fluide est e´value´e par une fraction volumique αi qui vaut ze´ro
lorsque le fluide i est absent et un quand il est le seul pre´sent. Chaque fluide posse`de
sa propre thermodynamique ainsi que son propre syste`me de lois de conservation de
la masse, de la quantite´ de mouvement et de l’e´nergie. Les fluides peuvent e´changer
entre eux de la masse, de l’e´nergie par un flux de chaleur et de la quantite´ de
mouvement par un phe´nome`ne de traˆıne´e. On se limitera dans ce chapitre a` une
description bi-fluide dans un souci de simplicite´ et de clarte´ de l’expose´ mais cette
dernie`re peut eˆtre e´tendue a` n fluides. Les fluides conside´re´s seront note´s 1 et 2 et
les variables propres a` chaque fluide seront comple´te´es par le nume´ro du fluide 1 et
2. L’utilisation d’un mode`le complet ou` chaque fluide a sa propre vitesse serait utile
pour des applications de phases disperse´es de gouttes ou de particules. Mais dans le
cadre de la combustion supercritique, afin de capturer les interfaces dense-dilue´, on
peut supposer que la vitesse est la meˆme dans les deux fluides. Ce cas correspond
aussi a` un coefficient de relaxation de la traˆıne´e infini qui impose l’e´galite´ des vitesses
entre les deux fluides. L’e´volution du syste`me peut eˆtre de´crite par un mode`le a` six
e´quations e´tendu aux fluides multiespe`ces.
V.1.1 E´quations de conservation multifluides multiespe`ces
On se place dans un cadre iso-vitesse qui suffira pour nos applications. La masse
volumique moyenne du me´lange des deux fluides qu’on notera ρ est obtenue par
ρ = α1ρ1 + α2ρ2 (V.1)
ou` ρj est la masse volumique du fluide j et αj sa fraction volumique. La conservation
de la quantite´ de mouvement du me´lange sous l’hypothe`se iso-vitesse peut se mettre
sous la forme
∂t(ρv) +∇.(ρv ⊗ v) = −∇.(Π1 + Π2) (V.2)
ou` v est la vitesse moyenne, Πj est le tenseur syme´trique de pression dans le fluide
j. Pour chaque fluide j, on a une e´quation de conservation de la masse
∂t(αjρj) +∇.(αjρjv) = ρ˙j (V.3)
ou` ρ˙j est le terme d’e´change de masse vers l’autre fluide. La conservation de la masse
de l’espe`ce i dans le fluide j peut s’e´crire
∂t(αjρjYij) +∇.(αjρjYijv) = −∇.Jij +Miω˙ij + ρY˙ij, 1 ≤ i ≤ ne, (V.4)
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ou` Yij est la fraction massique, Jij est le flux de diffusion et ω˙ij le taux de production
molaire de la ie`me espe`ce dans la phase j et ρY˙ij le terme d’e´change de l’espe`ce i
vers l’autre fluide. La conservation de l’e´nergie totale s’e´crit
∂t
(
αjρj(ej +
1
2
|v|2)
)
+∇.
(
αjρjv(ej +
1
2
|v|2)
)
= −∇.(Qj + Πj.v) + ρe˙j (V.5)
ou` Qj est le flux total de chaleur dans la phase j et e˙j le terme d’e´change d’e´nergie
entre fluides.
Il faut ajouter a` ces e´quations classiques l’e´quation de transport de la fraction
volumique
∂tαj + v.∇αj = α˙j (V.6)
La somme des fractions volumiques est toujours e´gale a` 1 donc en sommant l’e´quation
(V.6) des deux phases on obtient
α1 + α2 = 1 , (V.7)
α˙1 + α˙2 = 0. (V.8)
On peut e´galement introduire les fractions massiques des deux phases note´es Z1 et
Z2 qu’on de´finit comme
Z1 =
α1ρ1
α1ρ1 + α2ρ2
, (V.9)
Z2 =
α2ρ2
α1ρ1 + α2ρ2
, (V.10)
on a alors imme´diatement Z1 + Z2 = 1. On introduit e´galement le terme Z˙1 tel
que ρ˙1 = ρZ˙1 La conservation de la masse, des mole´cules et de l’e´nergie du syste`me
assure que
Z˙1 + Z˙2 = 0 , (V.11)
Y˙i1 + Y˙i2 = 0 , 1 ≤ i ≤ ne , (V.12)
e˙1 + e˙2 = 0, (V.13)
et on notera e´galement que
Z˙j =
ne∑
k=1
Y˙kj, i = 1, 2. (V.14)
On obtient les e´quations de conservation du me´lange en sommant les e´quations
pour les deux fluides. Les e´quations du me´lange peuvent ainsi s’e´crire
∂tρ+∇ (ρv) =0, (V.15)
dtα1 =α˙1, (V.16)
ρdtv =−∇.(Π1 + Π2), (V.17)
ρdte =−∇.(Q1 +Q2)− (Π1 + Π2) : ∇v, (V.18)
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ou` e = Z1e1 + Z2e2. Pour le premier fluide les e´quations de bilan s’e´crivent
ρdtZ1 = + ρZ˙1, (V.19)
ρZ1dtYi1 =−∇.Ji1 + ρY˙i1 − ρYi1Z˙1, 1 ≤ i ≤ ne , (V.20)
ρZ1dte1 =−∇.Q1 −Π1 : ∇v − ρe1Z˙1 + ρe˙1, (V.21)
et pour le second fluide de fac¸on syme´trique on trouve
ρdtZ2 =− ρZ˙1, (V.22)
ρZ2dtYi2 =−∇.Ji2 − ρY˙i1 + ρYi2Z˙1, 1 ≤ i ≤ ne , (V.23)
ρZ2dte2 =−∇.Q2 −Π2 : ∇v + ρe2Z˙1 − ρe˙1. (V.24)
On peut e´galement remarquer que
α1dtρ1 = +ρZ˙1 − ρ1α˙1 − ρZ1∇.v , (V.25)
α2dtρ2 = −ρZ˙1 + ρ2α˙1 − ρZ2∇.v , (V.26)
qui de´coulent de combinaisons des expressions pre´ce´dentes.
On cherche a` de´terminer l’expression des diffe´rents termes d’e´change de masse
ρZ˙j, d’espe`ce ρY˙kj et d’e´nergie ρe˙j et de fraction volumique α˙j a` l’aide de la thermo-
dynamique des processus irre´versibles en exprimant le taux de production d’entropie
du me´lange qui doit eˆtre positif en accord avec le second principe de la thermody-
namique.
V.1.2 Production d’entropie
L’entropie d’un me´lange est donne´e par l’expression
S = α1ρ1s1 + α2ρ2s2 = ρs (V.27)
En utilisant les de´finitions de la masse volumique moyenne du me´lange (V.1) et des
fractions massiques de chaque fluide (V.9) et (V.10), on peut exprimer l’entropie
massique du me´lange comme
s = Z1s1 + Z2s2. (V.28)
La production d’entropie du me´lange peut s’obtenir en diffe´renciant l’expression
(V.28). On obtient la variation d’entropie du me´lange des deux fluides par
dts = Z1
(
dte1
T1
− P1
T1ρ21
dtρ1 −
ne∑
k=1
gk1
T1
dtYk1
)
(V.29)
+Z2
(
dte2
T2
− P2
T2ρ22
dtρ2 −
ne∑
k=1
gk2
T2
dtYk1
)
+ (s1 − s2) Z˙1 .
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En utilisant les lois de conservation (V.19) a` (V.26), la variation d’entropie devient :
ρdts =
1
T1
[
ρ
(
e˙1 − e1Z˙1
)
−∇.Q1 −Π1 : ∇v)
]
+
1
T2
[
ρ
(
−e˙1 + e2Z˙1
)
−∇.Q2 −Π2 : ∇v)
]
− P1
T1ρ1
[
ρZ˙1 − ρZ1∇.v − ρ1α˙1
]
− P2
T2ρ2
[
−ρZ˙1 − ρZ2∇.v + ρ2α˙1
]
−
ne∑
k=1
gk1
T1
(
ρY˙k1 − Yk1ρZ˙1 −∇.Ji1
)
−
ne∑
k=1
gk2
T2
(
−ρY˙k1 + Yk1ρZ˙1 −∇.Ji2
)
+ ρ (s1 − s2) Z˙1.
On peut re´e´crire le terme de production d’entropie en factorisant d’une part le flux
d’entropie S et d’autre part le terme de production ∆s qui comprend les termes
de flux de diffusion de chaque fluide et les termes d’e´change entre fluides. Le flux
d’entropie est donne´ par
S = 1
T1
(
Q1 −
ne∑
k=1
Jk1gk1
)
+
1
T2
(
Q2 −
ne∑
k=1
Jk2gk2
)
,
et le terme de production s’e´crit
∆s = +∇v :
[
1
T1
(−Π1 + α1P1I) + 1
T2
(−Π2 + α2P2I)
]
(V.30)
+∇
(
1
T1
)
.Q1 +∇
(
1
T2
)
.Q2
+
ne∑
k=1
[
∇
(
−gk1
T1
)
.Jk1 +∇
(
−gk2
T2
)
.Jk2
]
+ρe˙1
(
1
T1
− 1
T2
)
+
ne∑
k=1
ρY˙k1
(
gk2
T2
− gk1
T1
)
+ α˙1
(
p1
T1
− p2
T2
)
,
ou` l’on a utilise´ la relation
ei − Tsi =
ne∑
k=1
Yk1gk1 . (V.31)
Graˆce a` la the´orie des processus irre´versibles [DGM84], nous pouvons exprimer
a` des constantes pre`s, les diffe´rents flux a` partir de l’expression de la production
d’entropie. Nous regarderons se´pare´ment les termes visqueux, les termes thermo-
diffusifs et les termes d’e´change entre fluides.

Chapitre V Me´thode d’interface diffuse de type multifluide
Flux de diffusion de chaque fluide
La formulation des flux de diffusion non ide´aux dans un fluide monophasique
reste compatible avec le second principe dans le cas multifluide. Ces derniers e´tant
de´finis a` des constantes pre`s, on choisit une formulation telle que si les deux fluides
sont identiques les flux de diffusion soient e´quivalents aux flux monofluides. On
de´finit ainsi les flux de diffusion pour chaque fluide j par
Jij = αj
[
ne∑
k=1
(Li,k)j∇
(
−gkj
Tj
)
+ (Li,e)j∇
(
1
Tj
)]
, 1 ≤ i ≤ ne (V.32)
Qj = αj
[
ne∑
k=1
(Le,k)j∇
(
−gkj
Tj
)
+ (Le,e)j∇
(
1
Tj
)]
, (V.33)
Πj = αj [PjI − τ j] , (V.34)
ou` Lj est la matrice des coefficients de diffusion d’espe`ces et de chaleur, appele´e
matrice de Keizer du fluide j au chapitre II.
Termes d’e´change entre fluides
De manie`re a` de´coupler la pression de la tempe´rature on peut introduire une
pression PI et une tempe´rature d’interface TI . On peut re´e´crire
P1
T1
− P2
T2
=
1
TI
(P1 − P2) + PI
(
1
T1
− 1
T2
)
(V.35)
dont la solution ge´ne´rale est donne´e par PI = P2 + (P1 − P2) γ ,1
TI
=
1
T1
+
(
1
T1
− 1
T2
)
γ .
(V.36)
ou` γ est arbitraire dans l’intervalle 0 ≤ γ ≤ 1. Le choix de γ n’est a priori pas
impose´ et l’on trouve dans la litte´rature diffe´rentes solutions.
L’introduction de la pression et de la tempe´rature d’interface permet de re´ecrire
la production d’entropie lie´e aux e´changes dans l’e´quation (V.30).
∆s
ech = (ρe˙1 +PI α˙1)
(
1
T1
− 1
T2
)
+
ne∑
k=1
ρY˙k1
(
gk2
T2
− gk1
T1
)
+ α˙1
1
TI
(P1 − P2) (V.37)
On de´duit du second principe thermodynamique, par la the´orie des processus
irre´versibles [DGM84], une formulation des termes d’e´change
α˙1 =
K1
TI
(P1 − P2) , avec K1 ≥ 0,
ρY˙k1 = K2,i
(
gk2
T2
− gk1
T1
)
, avec K2,i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ ne ,
ρe˙1 = −PI α˙1 +K3
(
1
T1
− 1
T2
)
, avec K3 ≥ 0
(V.38)
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V.1.3 E´quations de conservation
En conclusion de cette e´tude pre´liminaire, nous pouvons donner la forme comple`te
des e´quations de bilan, en utilisant les expressions obtenues pour les termes d’e´chan-
ges. Les flux de diffusion de chaleur et de diffusion des espe`ces sont donne´s dans les
expressions (V.32) et (V.33). Les e´quations de bilan du me´lange sont donne´es par
∂tρ+∇ (ρv) =0 , (V.39)
dtα1 =
K1
TI
(P1 − P2) (V.40)
ρdtv =−∇(α1P1 + α2P2) +∇.(α1τ 1 + α2τ 2) , (V.41)
ρdte =−∇.(Q1 +Q2)− (α1P1 + α2P2)∇.v + (α1τ 1 + α2τ 2) : ∇v.
(V.42)
Les e´quations concernant le premier fluide peuvent s’e´crire
ρdtZ1 =−
ne∑
k=1
K2,k
(
gk2
T2
− gk1
T1
)
, (V.43)
ρdtZ1Yi1 =−∇.Ji1 −K2,i
(
gi2
T2
− gi1
T1
)
, 1 ≤ i ≤ ne, (V.44)
ρdtZ1e1 =−∇.Q1 − α1P1∇.v + α1τ 1 : ∇v − PIK1
TI
(P1 − P2) +K3
(
1
T1
− 1
T2
)
,
(V.45)
et pour le second fluide
ρdtZ2 = +
ne∑
k=1
K2,k
(
gk2
T2
− gk1
T1
)
, (V.46)
ρdtZ2Yi2 =−∇.Ji2 +K2,i
(
gi2
T2
− gi1
T1
)
, 1 ≤ i ≤ ne , (V.47)
ρdtZ2e2 =−∇.Q2 − α2P2∇.v + α2τ 2 : ∇v + PIK1
TI
(P1 − P2)−K3
(
1
T1
− 1
T2
)
.
(V.48)
On peut noter que certaines e´quations sont redondantes. Pour la re´solution d’un
syste`me mono-espe`ce on pourrait se limiter a` six e´quations, la conservation de masse
des deux fluides, de l’e´nergie des deux fluides, l’e´quation de conservation de la vitesse
et celle d’e´volution de la fraction volumique. On peut associer a` ce syste`me le jeu de
six variables a` re´soudre (α1, P1, T1, P2, T2,v). Dans le cas multiespe`ces, il faut bien
suˆr ajouter les lois de conservation des espe`ces dans les deux fluides. Par abus de
langage on appelle quand meˆme ce mode`le, le mode`le a` six e´quations dans le cas
multiespe`ces.
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V.2 Relaxation du mode`le a` six e´quations vers un
mode`le a` quatre e´quations
Il est possible de de´river du syste`me a` six e´quations un mode`le a` quatre e´quations
en effectuant successivement une relaxation sur les conditions d’e´quilibre en pres-
sion puis en tempe´rature. Nous allons voir que l’ordre dans lequel les relaxations
sont effectue´es n’a pas d’impact sur la formulation finale du syste`me a` quatre
e´quations. L’analyse de la production d’entropie montre que les effets de diffusion
sont de´corre´le´s de la proble´matique multifluide. Pour simplifier la compre´hension des
me´canismes de relaxation, on se limitera a` l’e´tude du cas non dissipatif ou Euler, en
ne conservant que la composante de pression du tenseur de pression Πj = αjPjI et
en supprimant les flux de chaleur Qj = 0 et de masse Jij = 0 qui seront re´inte´gre´s
ensuite. Par ailleurs, pour simplifier encore cette pre´sentation, on se placera dans le
cas d’un corps pur.
V.2.1 E´tude asymptotique du mode`le a` six e´quations pour
une relaxation rapide en pression
On se propose d’e´tudier ici l’effet d’une relaxation en pression beaucoup plus
rapide que les autres phe´nome`nes.
E´volution de la diffe´rence de pression
On cherche tout d’abord l’e´quation d’e´volution de la pression dans chacun des
fluides. A cette fin, l’on conside`re l’e´nergie interne du fluide 1 comme une fonction de
la masse volumique et de la pression du fluide 1, e1 = e1(ρ1, P1). L’e´quation (V.45)
peut s’exprimer alors :
α1ρ1
((
∂e1
∂ρ1
)
P1
dρ1
dt
+
(
∂e1
∂P1
)
ρ1
dP1
dt
+
P1
ρ1
∇.v
)
= −ρe1Z˙1 + ρe˙1 (V.49)
En combinant les e´quations (V.25), (V.43) et (V.49), on obtient l’e´quation d’e´volution
de la pression :
dP1
dt
= −ρ1
P1
ρ21
−
(
∂e1
∂ρ1
)
P1(
∂e1
∂P1
)
ρ1
∇.v−
PI
ρ21
−
(
∂e1
∂ρ1
)
P1(
∂e1
∂P1
)
ρ1
ρ1α˙1
α1
−
e1 + ρ1
(
∂e1
∂ρ1
)
P1
α1ρ1
(
∂e1
∂P1
)
ρ1
ρZ˙1+
K3
(
1
T1
− 1
T2
)
α1ρ1
(
∂e1
∂P1
)
ρ1
.
(V.50)
En introduisant les vitesses du son
c21 =
P1
ρ21
−
(
∂e1
∂ρ1
)
P1(
∂e1
∂P1
)
ρ1
, c2I1 =
PI
ρ21
−
(
∂e1
∂ρ1
)
P1(
∂e1
∂P1
)
ρ1
, (V.51)
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et le nombre de Gruneisen du fluide 1
Γ1 =
1
ρ1
(
∂e1
∂P1
)
ρ1
, (V.52)
l’e´quation (V.50) devient
dP1
dt
= −ρ1c21∇.v − c2I1
ρ1α˙1
α1
− (h1Γ1 − c21) ρZ˙1α1 + Γ1α1K3
(
1
T1
− 1
T2
)
. (V.53)
De manie`re similaire on obtient l’e´quation d’e´volution de la pression pour le
fluide 2 :
dP2
dt
= −ρ2c22∇.v + c2I2
ρ2α˙1
α2
+
(
h2Γ2 − c22
) ρZ˙1
α2
− Γ2
α2
K3
(
1
T1
− 1
T2
)
. (V.54)
En soustrayant l’e´quation (V.54) a` l’e´quation (V.53), on obtient l’e´quation d’e´volution
de la diffe´rence de pression
d(P1 − P2)
dt
=−
(
ρ1c
2
I1
α1
+
ρ2c
2
I2
α2
)
K1
TI
(P1 − P2)−
(
ρ1c
2
1 + ρ2c
2
2
)∇.v0 (V.55)
−
(
h1Γ1 − c21
α1
+
h2Γ2 − c22
α2
)
ρZ˙1 +
(
Γ1
α1
+
Γ2
α2
)
K3
(
1
T1
− 1
T2
)
.
Cette dernie`re posse`de bien un terme de rappel vers un e´quilibre en pression avec
un temps caracte´ristique en TI/K1
(
ρ1c2I1
α1
+
ρ2c2I2
α2
)
. Cette e´volution est modifie´e par
la pre´sence des termes d’e´change de masse et de chaleur.
Relaxation rapide K1 →∞
L’hypothe`se de relaxation rapide de la pression peut s’e´crire K1 →∞. On sup-
pose que chaque grandeur physique peut s’e´crire sous la forme f = f 0 + 1/K1f
1
ou` f 0 repre´sente l’e´tat d’e´quilibre et f 1 la perturbation autour de cet e´tat. Le jeu
d’e´quation concerne´ par l’e´tude asymptotique est donc
dtα1 =
K1
TI
(P1 − P2) , (V.56)
dP1
dt
=− ρ1c21∇.v −
c2I1
α1
ρ1
K1
TI
(P1 − P2)−
(
h1Γ1 − c21
) ρZ˙1
α1
+
Γ1
α1
K3
(
1
T1
− 1
T2
)
,
(V.57)
dP2
dt
=− ρ2c22∇.v +
c2I2
α1
ρ2
K1
TI
(P1 − P2) +
(
h2Γ2 − c22
) ρZ˙1
α2
− Γ2
α2
K3
(
1
T1
− 1
T2
)
.
(V.58)
A l’ordre K1, les trois e´quations se re´duisent a` P
0
1 − P 01 = 0 ce qui implique aussi
l’e´galite´ avec la pression d’interface
P 01 = P
0
2 = P
0
I = P
0 (V.59)
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et donc aussi c01 = c
0
I1 = c1 et c
0
I2 = c
0
2 = c2. Le de´veloppement a` l’ordre 0 donne le
syste`me :
dtα
0
1 =
K1
TI
(
P 11 − P 12
)
(V.60)
dP 0
dt
=− ρ1c21∇.v0 −
c21
α1
ρ1
K1
TI
(
P 11 − P 12
)− (h1Γ1 − c21) ρZ˙1α1 + Γ1α1K3
(
1
T1
− 1
T2
)
,
(V.61)
dP 0
dt
=− ρ2c22∇.v0 +
c22
α1
ρ2
K1
TI
(
P 11 − P 12
)
+
(
h2Γ2 − c22
) ρZ˙1
α2
− Γ2
α2
K3
(
1
T1
− 1
T2
)
.
(V.62)
En combinant ces trois e´quations et en de´finissant
K =
α1α2
α1ρ02c
2
2 + α2ρ
0
1c
2
1
,
on obtient une expression de l’e´volution de la fraction volumique qui ne fait plus
intervenir la pression :
dtα
0
1 = K
(
ρ02c
2
2 − ρ01c21
)∇.v0 +K (Γ1
α2
+
Γ2
α1
)
K3
(
1
T1
− 1
T2
)
(V.63)
−K
(
c22
α2
+
c21
α1
− Γ1h1
α1
− Γ2h2
α2
)
K2
(
g2
T2
− g1
T1
)
En injectant cette de´finition dans les e´quations (V.45) et (V.48) on obtient un
nouveau syste`me
ρdtv = −∇(α1P1 + α2P2) , (V.64)
dtρZ1 = −K2
(
g2
T2
− g1
T1
)
, (V.65)
dtρZ2 = +K2
(
g2
T2
− g1
T1
)
, (V.66)
ρdtZ1e1 = +
[
1−KPI
(
Γ1
α2
+
Γ2
α1
)]
K3
(
1
T1
− 1
T2
)
(V.67)
−KPI
(
c22
α2
+
c21
α1
− Γ1h1
α1
− Γ2h2
α2
)
K2
(
g1
T1
− g2
T2
)
− [α1P1 + PIK (ρ02c22 − ρ01c21)]∇.v ,
ρdtZ2e2 = −
[
1−KPI
(
Γ1
α2
+
Γ2
α1
)]
K3
(
1
T1
− 1
T2
)
(V.68)
+KPI
(
c22
α2
+
c21
α1
− Γ1h1
α1
− Γ2h2
α2
)
K2
(
g1
T1
− g2
T2
)
− [α2P2 − PIK (ρ02c22 − ρ01c21)]∇.v.
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Mode`le a` cinq e´quations avec fermeture isobare
En combinant les e´quations (V.67) et (V.68) on obtient un syste`me a` cinq
e´quations avec une fermeture isobare P1 = P2 = P .
dtα
0
1 =K
(
ρ02c
2
2 − ρ01c21
)∇.v0 +K (Γ1
α2
+
Γ2
α1
)
K3
(
1
T1
− 1
T2
)
−K
(
c22
α2
+
c21
α1
− Γ1h1
α1
− Γ2h2
α2
)
K2
(
g2
T2
− g1
T1
)
(V.69)
∂t(ρv) +∇.(ρv ⊗ v) =−∇P , (V.70)
∂t(ρZ1) +∇.(ρZ1v) =−K2
(
g2
T2
− g1
T1
)
, (V.71)
∂t(ρZ2) +∇.(ρZ2v) = +K2
(
g2
T2
− g1
T1
)
, (V.72)
∂t(ρe) +∇.(ρev) =− P∇.v . (V.73)
ou` l’e´nergie massique globale est de´finie comme e = Z2e2+Z2e1. Allaire et al [ACK02]
ont montre´ que ce syste`me e´tait bien pose´.
V.2.2 E´tude asymptotique du mode`le a` six e´quations pour
une relaxation rapide en tempe´rature
Il est possible de re´aliser une e´tude similaire pour e´tudier la relaxation due au
flux de chaleur K3(1/T1 − 1/T2).
E´volution de l’e´cart de tempe´ratures
En e´crivant l’e´nergie comme une fonction de la masse volumique et de la tempe´rature
e1 = e1(ρ1, T1), l’e´quation (V.45) peut s’exprimer par
α1ρ1
(
∂e1
∂T1
)
ρ1
dT1
dt
= −ρ1
(
∂e1
∂ρ1
)
T1
(
ρZ˙1 − α1ρ1∇.v − ρ1α˙1
)
−ρe1Z˙1+ρe˙1−α1P1∇.v
(V.74)
En combinant les e´quations (V.43) et (V.74) on obtient l’e´quation d’e´volution de la
tempe´rature :
dT1
dt
= −ρ1
P1
ρ21
−
(
∂e1
∂ρ1
)
T1
cv1
∇.v−
PI
ρ21
−
(
∂e1
∂ρ1
)
T1
cv1
ρ1α˙1
α1
−
e1 + ρ1
(
∂e1
∂ρ1
)
T1
α1ρ1cv1
ρZ˙1+
K3
(
1
T1
− 1
T2
)
α1ρ1cv1
,
(V.75)
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de laquelle on de´duit l’e´quation d’e´volution de l’e´cart de tempe´rature entre les deux
fluides
d(T1 − T2)
dt
= +
(
1
α1ρ1cv1
+
1
α2ρ2cv2
)
K3
(
1
T1
− 1
T2
)
(V.76)
−
ρ1 P1ρ21 −
(
∂e1
∂ρ1
)
T1
cv1
− ρ2
P2
ρ22
−
(
∂e2
∂ρ2
)
T2
cv2
∇.v
−
 PIρ21 −
(
∂e1
∂ρ1
)
T1
cv1
ρ1
α1
+
PI
ρ22
−
(
∂e2
∂ρ2
)
T2
cv2
ρ2
α2
 α˙1
−
e1 + ρ1
(
∂e1
∂ρ1
)
T1
α1ρ1cv1
+
e2 + ρ2
(
∂e2
∂ρ2
)
T2
α2ρ2cv2
 ρZ˙1 .
Le terme d’e´change de chaleur agit bien comme un terme de relaxation vers
l’e´quilibre en tempe´rature. On ne peut cependant rien dire a priori des autres termes.
Relaxation rapide K3 →∞
Si la constante K3 est plus grande que les autres grandeurs alors comme pour la
relaxation rapide en pression on peut e´crire a` l’ordre K3
T 01 = T
0
2 (V.77)
tandis qu’a` l’ordre 0 on obtient l’expression du flux de chaleur
(
1
α1ρ1cv1
+
1
α2ρ2cv2
)
K3
(
1
T1
− 1
T2
)
=
ρ1 P1ρ21 −
(
∂e1
∂ρ1
)
T1
cv1
− ρ2
P2
ρ22
−
(
∂e2
∂ρ2
)
T2
cv2
∇.v
+
 PIρ21 −
(
∂e1
∂ρ1
)
T1
cv1
ρ1
α1
+
PI
ρ22
−
(
∂e2
∂ρ2
)
T2
cv2
ρ2
α2
 α˙1
+
e1 + ρ1
(
∂e1
∂ρ1
)
T1
α1ρ1cv1
+
e2 + ρ2
(
∂e2
∂ρ2
)
T2
α2ρ2cv2
 ρZ˙1
Mode`le a` cinq e´quations avec fermeture isotherme
Comme pour la relaxation en pression, il est possible d’utiliser l’e´galite´ des
tempe´ratures pour re´duire le nombre d’e´quations du syste`me. On obtient un syste`me
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a` cinq e´quations avec une fermeture isotherme T1 = T2.
dtα
0
1 =
K1
TI
(P1 − P2) , (V.78)
∂t(ρv) +∇.(ρv ⊗ v) = −∇(α1P1 + α2P2) , (V.79)
∂t(ρZ1) +∇.(ρZ1v) = −K2
(g2
T
− g1
T
)
, (V.80)
∂t(ρZ2) +∇.(ρZ2v) = +K2
(g2
T
− g1
T
)
, (V.81)
∂t (ρe) +∇. (ρve) = −(α1P1 + α2P2)∇.v . (V.82)
ou` l’e´nergie massique globale est de´finie comme e = Z2e2+Z2e1. Allaire et al [ACK02]
ont e´galement montre´ que ce syste`me e´tait bien pose´.
V.2.3 Le mode`le a` quatre e´quations : Relaxation en pression
et tempe´rature
Lorsque l’on fait l’hypothe`se d’une relaxation rapide en tempe´rature, K3 →∞,
dans le syste`me a` cinq e´quations a` fermeture isobare, l’e´quation d’e´volution de la
fraction volumique de me´lange (V.69) donne a` l’ordre K3 l’e´galite´ des tempe´ratures
de chaque fluide T1 = T2 = T . On obtient ainsi un syste`me a` quatre e´quations avec
une fermeture isobare et isotherme.
∂t(ρv) +∇.(ρv ⊗ v) = −∇P , (V.83)
∂t(ρZ1) +∇.(ρZ1v) = −K2
T
(g2 − g1) , (V.84)
∂t(ρZ2) +∇.(ρZ2v) = +K2
T
(g2 − g1) , (V.85)
∂t (ρe) +∇. (ρve) = −P∇.v , (V.86)
avec 1/ρ = Z1/ρ1 + Z2/ρ2 et e = (Z1ρ1e1 + Z2ρ2e2)/ρ. Par ailleurs le syste`me est
clos par les relations d’e´quilibre P1 = P2 = P et T1 = T2 = T . Nous conservons
uniquement le terme de relaxation chimique g2 − g1.
De la meˆme fac¸on si l’on fait une relaxation infiniment rapide de la pression,
K1 →∞, dans le syste`me a` cinq e´quations avec une fermeture isotherme, l’e´quation
d’e´volution de la fraction volumique de me´lange (V.78) donne a` l’ordre K1 l’e´galite´
des pressions de chaque fluide P1 = P2 = P . On obtient alors un syste`me a` quatre
e´quations a` fermeture isobare et isotherme qui est identique a` celui des e´quations
(V.83) a` (V.86).
Les relaxations successives peuvent eˆtre re´sume´es sur la figure V.1. Le re´sultat
final est inde´pendant du chemin choisi, il conduit a` une e´galite´ des pressions des deux
fluides et une e´galite´ des tempe´ratures. Le syste`me a` quatre e´quations est e´quivalent
a` l’approche propose´e par Barberon [BH05] qui travaille sur le syste`me (ρ, e,v, Z1).
Il serait possible d’aller encore plus loin dans la relaxation pour finalement imposer

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P1, P2
T1, T2
P1, P2
   T
   P
   T
   P
T1, T2
K1→ ∞    
K1→ ∞    
K3→ ∞    K3→ ∞    
)
Figure V.1 – Re´sume´ des relaxations en pression et en tempe´rature
un e´quilibre thermo-me´canique complet entre les deux fluides en faisant K2 →∞. Le
syste`me se rame`ne alors a` trois e´quations sur (ρ, e,v) de´finissant un syste`me bien
pose´ a` condition d’avoir une e´quation d’e´tat de´die´e a` la transition liquide-vapeur
[AFK07, Fac].
V.2.4 Le mode`le a` quatre e´quations multiespe`ces avec dif-
fusion non ide´ale
La de´marche de l’e´tude assymptotique, K1 → ∞ et K3 → ∞, reste la meˆme
dans le cas multiespe`ces avec les termes de diffusion. Le syste`me complet en mul-
tiespe`ces avec les flux de diffusion correspondants est alors compose´ des e´quations
de conservation de la quantite´ de mouvement, de la conservation de la masse et des
espe`ces dans les deux fluides et de la conservation de l’e´nergie totale
∂t(ρv) +∇.(ρv ⊗ v) =−∇.Π (V.87)
∂t(α1ρ1) +∇.(α1ρ1v) =−
ne∑
k=1
K2,k
T
(gk2 − gk1) , (V.88)
∂t(α1ρ1Yi1) +∇.(α1ρ1Yi1v) =−∇.Ji1 +Miω˙i1 −
K2,i
T
(gi2 − gi1) , 1 ≤ i ≤ ne,
(V.89)
∂t(α2ρ2) +∇.(α2ρ2v) = +
ne∑
k=1
K2,k
T
(gk2 − gk1) , (V.90)
∂t(α2ρ2Yi2) +∇.(α2ρ2Yi2v) =−∇.Ji2 +Miω˙i2 +
K2,i
T
(gi2 − gi1) , 1 ≤ i ≤ ne,
(V.91)
∂t (ρE) +∇. (ρEv) =−∇.(Q1 +Q2 + Π.v) . (V.92)
avec ρ = α1ρ1 + α2ρ2 et E = (α1ρ1E1 + α2ρ2E)/ρ. Ce syste`me est ferme´ par les
relations d’e´quilibre P1 = P2 = P et T1 = T2 = T . Les flux de diffusion non ide´aux
de chaque fluide correspondent aux flux non ide´aux des fluides seuls ponde´re´s par
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leur fraction volumique et sont donc donne´s pour chaque fluide j par
Jij = αj
[
ne∑
k=1
Li,kj∇
(
−gkj
T
)
+ Li,ej∇
(
1
T
)]
, 1 ≤ i ≤ ne (V.93)
Qj = αj
[
ne∑
k=1
Le,kj∇
(
−gkj
T
)
+ Le,ej∇
(
1
T
)]
, (V.94)
les coefficients Li,kj 1 ≤ i, k ≤ ne sont les coefficients de la matrice de Keizer des
fluides purs j = 1, 2. Le tenseur syme´trique de pression du me´lange est donne´ par
Π = PI − (κˆ− 2
3
η)∇ · v I − η(∇v + (∇v)t) , , (V.95)
avec les viscosite´s du me´lange calcule´es par une moyenne des viscosite´s de chacune
des phases ponde´re´e par les fractions volumiques .
Les taux de production chimique pour les espe`ces associe´es aux sche´mas re´action-
nels dans les deux fluides (potentiellement diffe´rents)
ne∑
i=1
νdikMi 
ne∑
i=1
νrikMi, 1 ≤ k ≤ nr (V.96)
sont e´galement ponde´re´s par les fractions volumiques et sont donc donne´s par
ω˙ijαj
nr∑
k=1
(
νdik − νrik
)Kk [exp( ne∑
l=1
νdlk
Mlgl
RT
)
− exp
(
ne∑
l=1
νrlk
Mlgl
RT
)]
. (V.97)
V.3 Flamme e´tire´e multifluide
De manie`re a` valider l’approche multifluide dans l’optique d’un calcul aux grandes
e´chelles sur des ge´ome´tries complexes, nous avons calcule´ des structures de flammes
e´tire´es supercritiques a` faible nombre de Mach avec ce mode`le d’interface diffuse
afin de les comparer aux re´sultats obtenus au chapitre pre´ce´dent.
V.3.1 E´quations de conservation d’une flamme e´tire´e mul-
tifluide
On conside`re une structure de flamme e´tire´e de direction normale a` la flamme ζ
et de direction transverse ξ. On cherche une solution stationnaire du proble`me sous
la forme :
P = P0 − J ξ
2
2
+ P˜ζ(ζ), T = T (ζ) ,
vξ = ξvˆξ(ζ), vζ = vζ(ζ) ,
ρ1 = ρ1(ζ), Yi1 = Yi1(ζ), 1 ≤ i ≤ ne,
ρ2 = ρ2(ζ), Yi2 = Yi2(ζ), 1 ≤ i ≤ ne.
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L’e´quation de conservation de la masse totale du me´lange est
ρvˆξ(ζ) + ∂ζ(ρvζ) = 0 , (V.98)
ou` la masse volumique du me´lange est donne´e par ρ = α1ρ1 + α2ρ2. L’e´quation
de conservation de quantite´ de mouvement normale est remplace´e dans le cadre de
bas-Mach par la condition d’uniformite´ de la pression d’ordre ze´ro
P 0 = P∞. (V.99)
L’e´quation transverse est sous la forme
ρvζ∂ζ v˜ξ = ε
(
ρup − ρv˜ξ2
)
+ ∂ζ(µ∂ζ v˜ξ) . (V.100)
L’e´quation de conservation de la masse pour le fluide 1 est
ρvζ∂ζZ1 = −
ne∑
k=1
K2,k
T
(gk2 − gk1) (V.101)
et l’e´quation de transport des espe`ces i, 1 ≤ i ≤ ne
ρvζ∂ζZ1Yi1 = Miω˙i1 − ∂ζJi1,ζ −
K2,i
T
(gi2 − gi1) (V.102)
L’e´quation de conservation de la masse pour le fluide 2 est
ρvζ∂ζZ2 = +
ne∑
k=1
K2,k
T
(gk2 − gk1) (V.103)
et l’e´quation de transport des espe`ces i, 1 ≤ i ≤ ne
ρvζ∂ζZ2Yi2 = Miω˙i2 − ∂ζJi2,ζ +
K2,i
T
(gi2 − gi1) (V.104)
Les composantes visqueuses et de pression sont ne´glige´es dans l’e´quation bilan de
l’e´nergie en accord avec le bas-Mach. L’e´quation de l’e´nergie totale peut eˆtre rem-
place´e par une e´quation sur l’enthalpie totale qui est donne´e par
ρvζ∂ζh = −∂ζQζ − ξ2vˆξJ + vζ∂ζP 0ζ (V.105)
ou` l’enthalpie du me´lange h est de´finie comme h = Z1h1 + Z2h2.
V.3.2 Conditions aux limites
Nous ajoutons a` ce syste`me d’e´quations le jeu de conditions aux limites suivant :
T (+∞) = T+, T (−∞) = T−
Yi1(+∞) = Yi+1 , Yi1(−∞) = Yi−1 , 1 ≤ i ≤ ne
Yi2(+∞) = Yi+2 , Yi2(−∞) = Yi−2 , 1 ≤ i ≤ ne
v˜ξ(+∞) = 1, v˜ξ(−∞) =
√
ρ+
ρ−
Par ailleurs, nous imposons que le point d’arreˆt soit a` l’origine de l’axe longitudinal.
Autrement dit, la vitesse longitudinale est nulle a` l’abscisse x = 0 i.e.
v˜ξ(0) = 0 (V.106)
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V.3.3 Choix des deux fluides en pre´sence
Nous souhaitons re´aliser un calcul de flamme e´tire´e multifluide supercritique qui
soit comparable avec nos solutions obtenues avec la me´thode du second gradient. Il
s’agit d’une structure entre un flux d’oxyge`ne froid a` une tempe´rature T = 100 K
et un flux d’hydroge`ne a` une tempe´rature de T = 300 K. Le choix des fluides en
re´gime supercritique n’est pas imme´diat. A la diffe´rence du re´gime subcritique, il
n’existe pas physiquement deux phases ou` nous aurions un liquide et un gaz. Il nous
faut donc de´finir de fac¸on judicieuse les deux fluides. Les simulations re´alise´es nous
apportent de pre´cieuses informations sur la structure de la flamme. Nous souhaitons
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Figure V.2 – Sche´ma de principe du multifluide : profil de masse volumique ( )
et de tempe´rature ( ).
utiliser la me´thode multifluide pour repre´senter la zone ou` l’oxyge`ne est froid dans
le premier fluide et la zone de flamme dans le second fluide comme pre´sente´ sur la
figure V.2. La zone de transition entre les deux fluides correspondant a` la zone de
transition entre l’oxyge`ne dense et l’oxyge`ne le´ger.
Oxyge`ne froid
Les calculs de flammes e´tire´es re´alise´s pre´ce´demment nous apprennent e´galement
que dans la zone ou` l’oxyge`ne est froid les autres espe`ces se trouvent sous forme de
traces. Par conse´quent nous imposons la composition de cette phase de manie`re a`
avoir de l’oxyge`ne pur et e´viter les instabilite´s nume´riques qui pourrait eˆtre dues a`
ces traces ne´gligeables. Le fluide est donc e´videmment non re´actif.
Gaz chauds
De l’autre cote´ de la zone de transition nous trouvons un me´lange gazeux compose´
des espe`ces H2, O2, H, O, OH, HO2, H2O et H2O2. Nous employons le sche´ma re´action
de O` Conaire et al. [OCCS+04] pour la combustion de l’oxyge`ne et de l’hydroge`ne,
donne´ dans la table IV.6 .
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V.3.4 Choix des thermodynamiques
Une fois les deux fluides choisis, il reste a` leur donner une thermodynamique.
Ce qui nous a pousse´ vers les mode`les d’interface diffuse, ce sont les non-line´arite´s
des grandeurs thermodynamiques au voisinage du point critique lorsqu’on utilise
une loi d’e´tat cubique. Nous souhaitons ici utiliser le potentiel du multifluide pour
mode´liser chaque fluide par une thermodynamique qui justement ne pre´sentent pas
de forte non-line´arite´s. Par ailleurs, le choix des thermodynamiques dans chaque
phase doit eˆtre cohe´rent avec la de´finition des flux d’e´change de´finis a` partir des
potentiels chimiques. Ensuite, les thermodynamiques doivent eˆtre valides sur l’en-
semble du domaine et en particulier sur toute la gamme de tempe´rature. Enfin,
nous souhaitons que ce mode`le soit transposable au code de calcul CEDRE utilise´
pour nos simulations aux grandes e´chelles. Des solutions existent pour les interfaces
liquide/vapeur en s’appuyant sur des mode´lisations ”Stiffened gaz” dont les coeffi-
cients sont e´value´s a` partir de grandeurs telles que les pressions et tempe´ratures de
saturation ou la chaleur latente [LMMS04]. Cependant la transition aux fluides su-
percritiques pour lesquelles ces grandeurs ne sont plus de´finies n’est pas imme´diate.
Nouvelle de´finition des termes d’e´change
La solution comple`te de ce proble`me est complexe et sort du cadre de cette
the`se. Nous avons utilise´ une premie`re approche en mode´lisant les termes d’e´change
de masse entre espe`ces de manie`re a` s’affranchir de la contrainte sur la forme des
potentiels chimiques.
Compte tenu des espe`ces pre´sentes, seul le terme d’e´change entre l’oxyge`ne du
fluide 1 et l’oxyge`ne du fluide 2 est non nul. Nous avons donc introduit une ”re´action
chimique” :
(O2)1  (O2)2 (V.107)
associe´e a` une loi analogue a` une loi d’Arrhenius dont la constante d’e´quilibre K?
est seulement fonction de la tempe´rature T , d’une tempe´rature de re´fe´rence Tref et
d’un parame`tre de forme β selon la loi
K? =
(
T
Tref
)2β
. (V.108)
Cette loi s’applique aux fractions massiques relatives d’oxyge`ne
Y ′O21 =
Z1
Z1 + Z2YO22
, (V.109)
Y ′O22 =
Z2YO22
Z1 + Z2YO22
, , (V.110)
de sorte qu’a` l’e´quilibre
Y ′O22
Y ′O21
= K? . (V.111)
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Les taux de re´action direct ω˙d et de retour ω˙r sont de la forme
ω˙d = k?
(
T
Tref
)β
Y ′O21 , (V.112)
ω˙r = k?
(
T
Tref
)−β
Y ′O22 , (V.113)
ou` k? repre´sente la vitesse de la re´action chimique. Dans le cas ou` k? →∞ l’e´quilibre
est force´ et on a alors
Y ′O21 =
1
1 +K?
=
T 2βref
T 2βref + T
2β
, (V.114)
Y ′O22 =
K?
1 +K?
=
T 2β
T 2βref + T
2β
, , (V.115)
Choix des thermodynamiques
Lorsque le fluide 2 est pre´sent majoritairement, les tempe´ratures sont supe´rieures
a` 300 K d’apre`s les calculs effectue´s au chapitre IV. Pour des tempe´ratures supe´rieu-
res a` 300 K et sur la gamme de pression que l’on conside`re dans les moteurs cryo-
techniques, la mode´lisation des gaz parfaits est bien adapte´e. De plus, en pre´vision
des simulations aux grandes e´chelles, la loi d’e´tat du gaz parfait offre un avantage
certain au niveau des couˆts de calcul. Le fluide 2 est donc repre´sente´ par un gaz
parfait.
La difficulte´ est donc porte´e sur le choix de la thermodynamique pour repre´senter
le fluide 1 correspondant a` de l’oxyge`ne dense. Aux faibles tempe´ratures on souhaite
que le mode`le de´ge´ne`re vers le mode`le SRK qui a fait ses preuves et aux grandes
tempe´ratures on souhaite que la densite´ reste forte de manie`re a` cre´er virtuellement
un oxyge`ne dense me´tastable. Pour cela, nous avons modifie´ la densite´ et l’enthalpie
obtenue avec l’e´quation cubique SRK pour le fluide 1 par
ρ1(T, P ) = ρ
SRK(φ(T ), P ) , (V.116)
h1(T, P ) = h
SRK(φ(T ), P ) , (V.117)
ou` la fonction φ est C1 de´finie par{
φ(T ) = T, si 0 ≤ T ≤ T a ,
φ(T ) = T b − (T b − T a) exp
(
− T−Ta
T b−Ta
)
, sinon .
(V.118)
Un exemple de fonction φ est donne´ sur la figure V.3 avec les constantes T a = 110 K
et T b = 130 K.
On obtient la densite´ du me´lange a` l’e´quilibre par
1
ρmelange
=
1
(1 +K?)ρ1
+
K?
(1 +K?)ρ2
. (V.119)
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Figure V.3 – Exemple de fonction φ avec T a = 110 K et T b = 130 K.
La figure V.2 pre´sente la densite´ du me´lange a` l’e´quilibre obtenue a` partir d’une
mode´lisation gaz parfait pour le fluide 2 et d’une mode´lisation SRK modifie´e pour
le fluide 1 avec β = 3, Tref = 200 K T
a = 110 K et T b = 130 K. On peut e´galement
la comparer aux donne´es du NIST et a` la densite´ SRK.
Les premiers avantages de la me´thode multifluide apparaissent sur la figure V.4.
Conforme´ment au cahier des charges les densite´s des deux fluides ne pre´sentent pas
de variation brutale de la densite´ avec la tempe´rature et par le biais des diffe´rentes
constantes, il est possible d’obtenir une densite´ du me´lange a` l’e´quilibre plus re´gulie`re
dans la zone de transition et qui recolle aux donne´es du NIST a` l’exte´rieur de cette
zone.
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Figure V.4 – Masse volumique de l’oxyge`ne obtenue a` partir du NIST , d’une
e´quation cubique SRK ( ), de la loi SRK modifie´e pour le fluide 1 ( ), de la loi
des gaz parfaits pour le fluide 2 ( ) et densite´ moyenne du me´lange a` l’e´quilibre
de´fini par (V.111) ( ).
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V.3.5 Structure de flamme e´tire´e multifluide
Nous utilisons le mode`le multifluide pre´sente´ a` la section pre´ce´dente pour calculer
une structure de flamme e´tire´e a` 60 bar avec un e´tirement de 10000 s−1. L’oxyge`ne
froid est injecte´ sur la gauche a` une tempe´rature de 100 K. La re´partition entre
les fluides 1 et 2 est faite par la re´action de pseudo-e´vaporation de´finie suivant
les e´quations (V.112) et (V.113) ou` nous avons choisit les parame`tres β = 3 et
Tref = 200 K. L’hydroge`ne est injecte´ sur la droite a` une tempe´rature de 300 K.
Le point d’arreˆt est e´galement fixe´ a` l’origine des abscisses v˜ξ(0) = 0 m.s
−1. Ces
conditions limites sont rappele´es dans le tableau V.1 et correspondent aux conditions
utilise´es pre´ce´demment.
Table V.1 – Conditions limites
T (−∞) = 100 K, T (−∞) = 300 K
YO2liq −∞) = 0, 985, YO2liq(+∞) = 0, 0
YO2(−∞) = 0, 015, YO2(+∞) = 0, 0
YH2(−∞) = 0, 0, YH2(+∞) = 1, 0
v˜ξ(−∞) =
√
ρ+
ρ− , v˜ξ(+∞) = 1, 0
Les profils de masse volumique et de tempe´rature sont pre´sente´s sur la figure V.5.
Nous retrouvons des profils proches de ceux obtenus avec une approche monofluide.
La tempe´rature a` une forme en cloche avec un e´cart de 7 K entre la tempe´rature
maximale du multifluide et celle du monofluide. La masse volumique de´croit forte-
ment en arrivant dans la zone de pre´chauffage. Les lois d’e´tats et l’e´quilibre sont
calibre´s pour obtenir la meˆme masse volumique du me´lange d’oxyge`ne a` l’injection
que dans le cas monofluide.
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Figure V.5 – Profils de la masse volumique ( )et de la tempe´rature ( ) a` 60 bar
avec le multifluide.
La re´partition des fractions massiques totales dans la flamme de´finies par ZjYij
est trace´e sur la figure V.6. La transition de l’oxyge`ne du fluide 1 vers l’oxyge`ne

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du fluide 2 s’effectue avant l’activation des re´actions chimiques de la flamme. La
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Figure V.6 – Profils des fractions molaires par rapport au me´lange a` 60 bar avec
le multifluide.
re´partition des fractions massiques relatives d’oxyge`ne, Y ′O2j = YO2j/(YO21 + YO22),
est trace´e en fonction de la tempe´rature sur la figure V.7. La vitesse de re´action,
k? = 10
6, a e´te´ choisie suffisamment grande pour imposer cette re´partition.
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Figure V.7 – Re´partition de la masse d’oxyge`ne entre le fluide froid et le fluide
chaud totale d’oxyge`ne entre des fluides froid ( ), chaud ( ) en fonction de la
tempe´rature.
V.3.6 Comparaison entre mode`les multifluide et monofluide
L’une des difficulte´s dans le calcul de flamme supercritique est la forte non
line´arite´ de la masse volumique vis a` vis de la tempe´rature. Il est donc naturel
de comparer le profil de masse volumique obtenu par l’approche multifluide a` celui
obtenu avec une approche monophasique. Ces profils sont pre´sente´s sur la figure V.8.
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La diffe´rence est flagrante avec une augmentation de l’e´paisseur de transition e´value´e
par ρmax/∇ρmax de 2 µm a` 11 µm. Donc l’approche multifluide non seulement dimi-
nue les proble`mes lors des changements de variables conservatives vers les variables
naturelles mais elle e´paissit e´galement l’interface ce qui re´duit les proble`mes lie´s aux
forts gradients. Nous pouvons voir sur la figure V.9 que les profils de tempe´ratures
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Figure V.8 – Comparaison des profils de masse volumique entre le multifluide ( )
et le monofluide ( ).
sont tre`s le´ge`rement impacte´s, et le meˆme constat est fait sur les profils de frac-
tion molaire des espe`ces. Les changements dans la zone de pseudo e´vaporation sont
donc fortement de´corre´le´s de la flamme ce qui est un point ne´cessaire pour pouvoir
utiliser cette approche sur les cas tridimensionnels. On retrouve dans le calcul, les
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Figure V.9 – Comparaison des profils de tempe´rature entre le multifluide ( ) et
le monofluide ( ).
changements induits par le multifluide sur les trajectoires dans le diagramme des
phases (T, ρ) sur la figure V.10.
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Figure V.10 – Comparaison des trajectoires multifluide ( ) et monofluide( ) dans
le diagramme (T, ρ).
V.4 Mode`le multifluide et tension de surface
L’utilisation d’un mode`le multifluide pour la description tridimensionelle de
phe´nome`nes diphasiques comme l’e´bullition ou la cavitation ne´cessite une mode´lisa-
tion des forces de tension de surface s’exerc¸ant sur une interface courbe [LMSN14].
Cette mode´lisation qui est e´galement ne´cessaire sur les mode`les de suivi d’interface,
peut eˆtre faite a` partir des gradients d’un traceur, par des me´thodes de ”Continuum
Tension Surface” (CSF) introduite par Brackbill [BKZ92]. L’approche CSF consiste
a` mode´liser par une force volumique les forces surfaciques de tension de surface dont
la re´sultante est proportionnelle au gradient d’interface et a` la courbure de la surface.
Nous allons montrer dans cette section que ce mode`le peut eˆtre vu comme un cas
particulier d’une approche ou` l’e´nergie libre de´pend du gradient d’interface. Cette
de´marche est effectue´e dans le cas de corps purs de manie`re a` alle´ger les notations.
V.4.1 E´nergie volumique
Nous introduisons une fonction couleur c qui varie entre 0 et 1 permettant de
localiser l’interface diffuse. Cette fonction peut par exemple eˆtre la fraction massique
Z d’un des deux fluides. Nous faisons ensuite l’hypothe`se que les e´nergies libres des
deux phases sont enrichies d’un terme lie´ au gradient de cette fonction couleur
Fi(Ti, ρi, c) = F
0
i + F
1
i (∇c) , (V.120)
ou` Fi est la nouvelle e´nergie libre, F
0
i est l’e´nergie libre classique du fluide i et F
1
i
l’e´nergie volumique d’interface.
dFi = −SidTi + gidρi + φid∇c , (V.121)
ou` nous avons introduit φi de´fini comme
φi =
dFi
d∇c . (V.122)
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Les autres de´rive´es totales peuvent ensuite eˆtre entie`rement de´termine´es sans avoir a`
introduire de nouvelle notation. Une le´ge`re manipulation permet d’obtenir la de´rive´e
totale de l’entropie qui intervient dans le calcul du terme de production d’entropie.
A partir de
Tisi = ei − Fi
ρi
, (V.123)
nous obtenons
Tidsi = dei − Pi 1
ρ2i
dρi − φi
ρi
d∇c . (V.124)
V.4.2 E´quation de conservation multifluide a` isovitesse
Le syste`me d’e´quations de conservation d’un syste`me bi-fluide dont les vitesses
sont e´gales est donne´, en conservant les notations pre´ce´dentes, par
∂tρ+∇ (ρv) = 0, (V.125)
dtα1 = α˙1, (V.126)
dtZ1 = +Z˙1, (V.127)
dtZ2 = −Z˙1, (V.128)
ρdtv = −−∇.(Π1 + Π2), (V.129)
ρZ1dte1 = −∇.(Q1 + Π1.v)− ρe1Z˙1 + ρe˙1, (V.130)
ρZ2dte2 = −∇.(Q2 + Π2.v) + ρe2Z˙1 − ρe˙1. (V.131)
dont on cherche a` de´terminer la forme des flux de diffusion de quantite´ de mouvement
Πj et de chaleur Qj pour j = 1, 2.
V.4.3 Production d’entropie du me´lange
Nous allons reproduire la de´marche re´alise´e en V.1.2 avec cette nouvelle de´finition
de l’e´nergie libre. L’e´quation (V.29) devient
dts =
Z1
T1
(
dte1 − P1
ρ21
dtρ1 − φ1
ρ1
dt∇c
)
+
Z2
T2
(
dte2 − P2
ρ22
dtρ2 − φ2
ρ2
dt∇c
)
+(s1 − s2) Z˙1.
(V.132)
En utilisant l’expression des diffe´rentes de´rive´es totales
φidt∇c = ∇. (φidtc)− dtc∇.φi − (φi ⊗∇c) : ∇v ,
ρZidte1 = −∇.Qi + Πi : ∇v + ρ(e˙i − eiZ˙i) ,
ρZi
ρi
dtρi = ρZ˙i − ρZi∇.v − ρiα˙i ,
nous identifions le flux d’entropie qui s’exprime par
S = 1
T1
(Q1 + α1φ1dtc) + 1
T2
(Q2 + α2φ2dtc) (V.133)
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et la production d’entropie qui s’e´crit comme
∆s = ρe˙1
(
1
T1
− 1
T2
)
+ α˙1
(
P1
T1
− P2
T2
)
+ ρZ˙1
(
g2
T2
− g1
T1
)
+∇
(
1
T1
)
.Q1 +∇
(
1
T2
)
.Q2
+∇v :
[
1
T1
(−Π1 + α1P1I + α1φ1 ⊗∇c) + 1
T2
(−Π2 + α2P2I + α2φ2 ⊗∇c)
]
+dtc
[
∇.
(
α1φ1
T1
)
+∇.
(
α2φ2
T2
)]
.
Nous allons ici prendre la fraction volumique du fluide 1 comme fonction couleur
autrement dit c = Z1 avec les hypothe`ses de relaxation isobare et isotherme.
∆s = Z˙1
[
ρ(g2 − g1)
T
+∇.
(
α1φ1 + α2φ2
T
)]
+∇
(
1
T
)
. (Q1 +Q2)
+
1
T
∇v : (−Π1 −Π2 + (α1P + α2P )I + (α1φ1 + α2φ2)⊗∇Z1) .
d’ou` nous obtenons l’expression des flux en accord avec le second principe de la
thermodynamique
Q = Q1 +Q2 = −λ∇T , (V.134)
Π = Π1 + Π2 = PI − (α1φ1 + α2φ2)⊗∇Z1 − τ , (V.135)
Z˙1 = K
′
2
[
ρ(g2 − g1)
T
+∇.
(
α1φ1 + α2φ2
T
)]
. (V.136)
V.4.4 Choix de l’e´nergie volumique
De fac¸on analogue au cas d’une interface liquide/vapeur, nous allons prendre des
e´nergies volumiques d’interface des fluides 1 et 2 sous la forme
F 11 (∇c) = κ1|∇Z1|n , (V.137)
F 12 (∇c) = κ2|∇Z1|n , (V.138)
ou` le parame`tre n est a` fixer et permet de retrouver diffe´rentes formulations de la
litte´rature des forces de tension de surface volumique. Nous de´finissons κ = α1κ1 +
α2κ2 et nous introduisons φ de´finit comme
φ =
d|∇Z1|n
d∇Z1 = n∇Z1|∇Z1|
n−2 = −n∇Z2|∇Z2|n−2 (V.139)
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en utilisant l’e´quation (III.3) nous avons e´galement P = P 0−κ|∇Z1|n ce qui permet
de simplifier l’expression des flux
Π = (P 0 − κ|∇Z1|n)I − κφ⊗∇Z1 − τ , (V.140)
Z˙1 = K
′
2
[
ρ(g2 − g1)
T
+∇.
(
κφ
T
)]
. (V.141)
cas n=2
Le cas n=2 correspond a` la the´orie classique des interfaces diffuses de Cahn et
Hilliard avec un second gradient dans le cadre d’un me´lange binaire non miscible
[CH58]. Dans cette situation, nous avons φ = 2∇Z1 et
Π = (P 0 − κ|∇Z1|2)I − 2κ∇Z1 ⊗∇Z1 − τ , (V.142)
Z˙1 = K
′
2
[
ρ(g2 − g1)
T
+ 2κ∇.
(∇Z1
T
)]
. (V.143)
cas n=1
Lorsque n=1, nous retrouvons la formulation propose´e par Brackbill [BKZ92] et
utilise´e par Le Martelot et al [LMSN14]. En effet dans ce cas φ = ∇Z1/|∇Z1|
Π = (P 0 − κ|∇Z1|)I − κ|∇Z1|∇Z1 ⊗∇Z1 − τ , (V.144)
Z˙1 = K
′
2
[
ρ(g2 − g1)
T
+ κ∇.
( ∇Z1
T |∇Z1|
)]
. (V.145)
V.5 Conclusion
L’approche multifluide, sous les conditions de fermeture isotherme et isobare
entre les deux fluides, a e´te´ utilise´e pour calculer des flammes e´tire´es transcritiques.
Ce cas d’e´galite´ de pression et de tempe´rature entre les deux fluides correspond
aux limitations actuelles du code CEDRE dans lequel nous souhaitons imple´menter
notre me´thode d’interface diffuse multifluide.
La me´thode d’interface diffuse multifluide montre des re´sultats tre`s encoura-
geants pour une imple´mentation dans un calcul aux grandes e´chelles. Tout d’abord
l’approche multifluide produit des re´sultats proches de ceux de l’approche mono-
fluide en dehors de la zone de transition entre les deux fluides. L’influence du mode`le,
comme pour le second gradient, reste extreˆmement localise´e dans la zone de tran-
sition pour un choix de parame`tres raisonnable. En particulier, la zone de flamme
n’est pas impacte´e par ce choix de mode´lisation de la transition dense-dilue´. En-
suite, le mode`le multifluide peut eˆtre utilise´ pour e´paissir la zone de transition a` des
pressions supercritiques en modifiant la constante d’e´quilibre entre les deux fluides.
Ce mode`le s’adapte au niveau de raffinement du maillage et offre une me´thode ro-
buste de transition dense-dilue´. Enfin, l’imple´mentation du mode`le multifluide, a` la
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diffe´rence des mode`les de type second gradient, ne ne´cessite pas l’introduction de
de´rive´es d’ordre 4 dans les flux. Le mode`le est ainsi directement imple´mentable dans
le code CEDRE avec les outils de´ja` pre´sents.
Cette e´tape de validation effectue´e, nous allons nous inte´resser aux simulations
aux grandes e´chelles avec un mode`le d’interface diffuse de type multifluide.
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Chapitre VI
Simulations aux grandes
e´chelles du banc
MASCOTTE en condition
supercritique
Les pressions de chambre des moteurs-fuse´es a` ergols liquides utilise´s dans les lan-
ceurs commerciaux actuels de´passent largement la pression critique de l’oxyge`ne. En
conse´quence, les phe´nome`nes d’injection et de me´lange des ergols dans la chambre
sont radicalement diffe´rents de ceux apparaissant aux pressions subcritiques, do-
mine´s par des effets d’atomisation et de dispersion de gouttelettes d’oxyge`ne li-
quide. En re´gime supercritique, c’est-a`-dire de`s que la pression de chambre de´passe
50,4 bar, les phe´nome`nes de tension de surface et de vaporisation disparaissent au
profit d’une transition continue d’un oxyge`ne froid et dense a` un oxyge`ne chaud a`
meˆme de re´agir avec le carburant. Un moteur-fuse´e commercial tel que le Vulcain
passant la majeure partie de ses 650 secondes de fonctionnement en re´gime supercri-
tique, une bonne connaissance de ces me´canismes est ne´cessaire pour appre´hender
d’un point de vue global la stabilite´ de fonctionnement du moteur et assurer son
inte´grite´.
Diffe´rents organismes de recherche (ONERA, CNRS), l’industrie (SNECMA) et
une agence (CNES) se sont associe´s a` partir de 1993 dans le cadre d’un Groupe-
ment De Recherche (GDR) ”Combustion dans les moteurs-fuse´es”. Cette collabo-
ration a conduit a` la re´alisation d’un foyer de combustion cryotechnique LOX-GH2
a` haute pression appele´ MASCOTTE pour Montage Autonome Simplifie´ pour la
Cryo-combustion dans l’Oxyge`ne et Toutes Techniques Expe´rimentales [HVTV96,
VHT99, VHVZ00]. Ce banc a e´te´ conc¸u pour permettre de nombreux acce`s optiques
afin de re´aliser les diagnostics dans des conditions extreˆmes. Parmi les objectifs fixe´s
au groupe de recherche pour le re´gime supercritique, figurent l’e´tude de la transition
du dense vers le dilue´ des diffe´rents combustibles, lors du passage de la tempe´rature
de pseudo-e´vaporation, et l’e´tude de la structure de la flamme, a` savoir son angle
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d’ouverture et sa longueur qui conditionnent la ge´ome´trie de la chambre de combus-
tion et donc sa masse. De nombreux moyens de diagnostics optiques ont ainsi e´te´
utilise´s sur le banc MASCOTTE, certains ont vocation a` caracte´riser la transition
dense-dilue´ comme le re´troe´clairage, l’ombroscopie et la tomographie, qui mesurent
indirectement les variations de densite´ dans la chambre. D’autres sont davantage
destine´s a` relever les caracte´ristiques de la flamme comme les imageries de chimilu-
minescence OH ou la thermome´trie DRASC (CARS).
En paralle`le du de´veloppement des moyens d’essai, les outils nume´riques ne´ces-
saires a` la conception des nouveaux moteurs cryotechniques ont e´te´ conside´rablement
ame´liore´s. Ces deux approches sont comple´mentaires et s’enrichissent mutuelle-
ment. Les mesures expe´rimentales fournissent le socle de connaissances physiques
ne´cessaires au de´veloppement des codes ainsi qu’une large banque de donne´es pour
calibrer les mode`les imple´mente´s. La simulation nume´rique permet de son cote´ d’ex-
plorer a` moindre couˆt un grand nombre de configurations ge´ome´triques et diffe´rents
points de fonctionnement, de manie`re a` optimiser les campagnes expe´rimentales. Il
est par exemple possible de re´aliser une simulation nume´rique pour pre´voir l’endroit
optimal ou` placer les diffe´rents moyens d’acquisition.
La conception des nouveaux moteurs cryotechniques ne´cessite des outils de simu-
lations nume´riques fiables pour pouvoir dimensionner la chambre de combustion. La
chambre de combustion est l’organe central du moteur cryotechnique, son optimisa-
tion est donc un facteur cle´ de la re´ussite d’un projet. Les deux principales questions
auxquelles doivent pouvoir re´pondre les codes de simulation nume´rique sont la struc-
ture de la flamme, qui conditionne la taille et donc le poids de la chambre, et les
e´changes en parois avec les canaux de refroidissement.
Avant de pouvoir ge´ne´raliser a` des ge´ome´tries comple`tes de chambre de combus-
tion de moteurs cryotechniques, les outils nume´riques sont teste´s sur des configura-
tions acade´miques telles que MASCOTTE avec un ou peu d’injecteurs. Les premiers
essais de simulations nume´riques de MASCOTTE supercritique ont e´te´ re´alise´s avec
des approches RANS bidimensionnelles utilise´es pour les calculs subcritiques. Ces
approches combinent une mode´lisation de l’e´coulement par un gaz et des goutte-
lettes d’oxyge`ne supercritique [DZS+01, LDV01]. Les approches gaz re´els utilisant
des lois d’e´tat cubiques se sont de´veloppe´es ensuite et ont pu eˆtre valide´es par des si-
mulations RANS [CF06, PP09, Mat11]. Cependant de manie`re ge´ne´rale, la forme de
la flamme ne correspond pas aux mesures expe´rimentales. Les principaux proble`mes
du RANS sont une ouverture de flamme trop faible qui ne donne pas le bon point de
recollement en paroi et une flamme trop longue. Demoulin utilise une approche qui
repose sur le transport d’une fraction de me´lange et sur l’utilisation d’une fonction
de probabilite´ de densite´ de´die´e au supercritique [DZM09]. L’une des spe´cificite´s
de ce mode`le est d’utiliser une fonction de densite´ de probabilite´ ou` l’oxyge`ne est
repre´sente´ sous une forme liquide et sous une forme gazeuse. La transition dense-
dilue´ est e´galement prise en compte par l’ajout d’un terme de dissipation sous-maille
supple´mentaire dans les e´quations de conservation. Cette mode´lisation, qui est une
e´tape vers une approche multifluide de la combustion supercritique, ame´liore sen-
siblement la qualite´ des re´sultats RANS meˆme si la longueur de la flamme et son
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ouverture sont toujours mal estime´es. Par ailleurs, les mode`les RANS sont par prin-
cipe incapables de prendre en compte les phe´nome`nes instationnaires pour e´tudier
l’acoustique et/ou les instabilite´s de combustion.
De l’autre cote´ du spectre des possibilite´s des simulations nume´riques, les me´tho-
des DNS ont fait des progre`s, en grande partie graˆce a` l’augmentation des moyens de
calcul. L’e´tude tridimensionnelle d’une chambre de combustion de type MASCOTTE
en DNS n’est cependant toujours pas accessible. L’utilisation de la DNS se limite
a` l’e´tude de phe´nome`nes localise´s, souvent au niveau des injecteurs, dans des cas
bidimensionnels [Yan00, Rui12] ou sur des secteurs de chambre [Oef06]. Ces e´tudes
ont permis d’e´tudier l’accrochage de la flamme sur l’injecteur et la naissance des
instabilite´s de Kelvin-Helmholtz.
Comme pour de nombreux secteurs de la combustion, la me´thode la plus adapte´e
a` l’heure actuelle semble eˆtre l’utilisation de simulations aux grandes e´chelles. La
SGE a de´ja` e´te´ utilise´e pour comprendre la de´sinte´gration de jets coaxiaux trans-
critiques non re´actifs arrivant dans une zone ambiante chaude [ZY06, SSRC10]. Les
simulations aux grandes e´chelles ont e´galement de´ja` e´te´ utilise´es pour la combustion
dans des chambres de combustion cryotechniques [MSMO06, MSOM10, SMBC11,
Rui12]. Cette me´thode s’est ave´re´e pre´cieuse pour l’e´tude de jets excite´s acousti-
quement, non-re´actifs [SRLC12] et re´actifs [HSDC15]. Ces calculs ont utilise´ une
me´thode reposant sur un senseur pour augmenter localement la diffusion au niveau
de la transition transcritique. On notera aussi que la combustion dans les moteurs
diesels pre´sente des proble´matiques tre`s proches pour lesquelles les simulations aux
grandes e´chelles sont e´galement utilise´es [LMRO15]
Notre simulation aux grandes e´chelles s’inscrit donc dans la continuite´ des diffe´-
rents travaux. L’objectif de notre approche est d’e´tudier la transition dense-dilue´
de l’oxyge`ne et son importance sur la structure de flamme transcritique. Nous com-
mencerons dans ce chapitre par pre´senter le banc cryotechnique MASCOTTE, ses
moyens de mesures et les principaux re´sultats des campagnes expe´rimentales su-
percritiques. Ensuite, nous introduirons les e´quations et mode`les des simulations
aux grandes e´chelles utilise´es pour re´aliser un calcul de MASCOTTE supercritique
avec une approche multifluide. Enfin nous donnerons les re´sultats des simulations
nume´riques re´alise´es avec le code CEDRE. Nous nous attarderons en particulier sur
la transition transcritique de l’oxyge`ne et sur la structure de la flamme supercritique.
VI.1 Le banc d’essai MASCOTTTE
Le banc cryotechnique MASCOTTE a e´te´ de´veloppe´ dans le de´but des anne´es
90 a` l’ONERA. Il a e´te´ initialement pre´vu pour fonctionner avec un seul injecteur
coaxial alimente´ en oxyge`ne liquide et en hydroge`ne gazeux de manie`re a` pre´senter un
fonctionnement proche des injecteurs de la chambre de combustion de moteurs re´els.
La premie`re version pouvait fonctionner jusqu’a` 10 bar avec une injection d’oxyge`ne
liquide entre 20 et 100 g/s et une injection d’hydroge`ne a` tempe´rature ambiante
limite´e a` un de´bit entre 5 et 20 g/s. La seconde version a e´te´ ame´liore´e, avec un
e´changeur de chaleur pour refroidir l’hydroge`ne a` 100 K ce qui est tre`s proche de la
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Figure VI.1 – Banc MASCOTTE V03.
Table VI.1 – Limites de fonctionnement du banc MASCOTTE
Version V01 V02 V03
Pression max (bar) 10 10 70
De´bit O2 (g/s) 20-100 20-100 20-400
De´bit H2 (g/s) 5-20 5-75 5-75
tempe´rature d’injection re´elle du moteur Vulcain. Ceci permet aussi d’augmenter les
de´bits d’hydroge`ne a` environ 75 g/s graˆce a` l’augmentation de la masse volumique
qui re´sulte du refroidissement. Enfin, une troisie`me version a e´te´ mise en place pour
re´aliser des tirs a` des pressions supercritiques. Ces diffe´rentes e´volutions rappele´es
dans le tableau VI.1 ont permis de fonctionner sur quatre pressions diffe´rentes, trois
subcritiques 1 bar, 10 bar et 30 bar et une supercritique de 60 bar.
La connaissance de la physique de l’atomisation primaire montre que cette dernie`-
re est tre`s de´pendante du rapport J des pressions dynamiques entre les deux jets :
J =
ρGH2v
2
GH2
ρLOXv2LOX
. (VI.1)
La longueur du dard potentiel d’oxyge`ne liquide est proportionnelle a`
√
J [Vil98].
Lors du choix des points de fonctionnements e´tudie´s il a donc e´te´ de´cide´ de conserver
un crite`re J presque constant pour les essais a` diffe´rentes pressions. Les variations
de densite´ entre l’hydroge`ne et l’oxyge`ne e´voluent en fonction de la pression, cela a
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Table VI.2 – Points de fonctionnement des campagnes MASCOTTE
Point Pression
(bar)
De´bit LOX
(g/s)
De´bit GH2
(g/s)
Ratio J Rapport de
me´lange M
A 1 50 15,0 13,4 3,3
C 1 50 10,0 6,3 5,0
A10 10 50 23,7 14,5 2,1
C10 10 50 15,8 6,5 3,2
A30 30 50 25 15,5 2,0
C30 28 54 17 6,6 3,2
A60 67 100 65 16,1 1,3
C60 56 100 40 5,5 2,5
implique´ ne´cessairement de laisser le rapport de me´lange M,
M =
De´bitLOX
De´bitGH2
, (VI.2)
varier ente les diffe´rents cas. Au final deux re´gimes de fonctionnement ont e´te´ retenus
l’un a` haut ratio J de l’ordre de 15 et l’autre avec un ratio plus faible d’environ 6.
Les diffe´rents points de fonctionnement sont donne´s dans le tableau VI.2
Les richesses correspondantes a` ces diffe´rents points de fonctionnement sont re-
lativement pauvres, le rapport de me´lange stœchiome´trique e´tant de 8. Ils corres-
pondent donc d’avantage a` des cas de ge´ne´rateur de gaz qu’a` des cas de chambre de
combustion principale.
VI.1.1 Moyens de mesure
Compte tenu des conditions de fonctionnement, il n’est pas possible d’utiliser
des moyens de mesure intrusifs. La majorite´ des caracte´risations expe´rimentales sont
donc re´alise´es graˆce a` l’emploi de moyens optiques. Les diffe´rents montages reposent
sur des effets physiques tre`s varie´s allant de la simple optique ge´ome´trique, a` la
me´canique quantique en passant par l’e´lectromagne´tisme. Ne´anmoins, les re´sultats
produits sont a` premie`re vue tre`s semblables. De manie`re a` pouvoir comparer au
mieux les re´sultats de nos simulations nume´riques avec les expe´riences, il est ne´cessaire
d’avoir une connaissance des diffe´rents moyens de mesure et de la nature des re´sultats
[VHG+98, Jun01].
Techniques de visualisation en transmission
Les techniques de visualisation en transmission consistent a` e´clairer le jet di-
phasique enflamme´ et a` mesurer l’intensite´ du signal transmis a` l’aide de came´ras
nume´riques qui peuvent eˆtre a` haute re´solution et/ou a` haute cadence. On peut
distinguer trois variantes de cette me´thode de visualisation.

Chapitre VI Simulations aux grandes e´chelles MASCOTTE supercritique
Figure VI.2 – Sche´ma de principe du re´troe´clairage.
Re´tro-e´clairage non collimate´ La premie`re me´thode, la plus simple, consiste
a` utiliser une source de lumie`re diffuse, en plac¸ant par exemple un de´poli apre`s
l’e´mission comme pre´sente´ sur la figure VI.2. Cette me´thode permet de visualiser
la densite´ du milieu traverse´. En effet plus le milieu est dense plus la lumie`re est
absorbe´e ce qui fera donc apparaitre une zone sombre sur l’image finale. Inversement,
si la lumie`re est simplement transmise, la zone correspondante de l’image sera claire.
Cette technique n’est pas adapte´e a` la visualisation de la zone de flamme, ce qui
permet de ne capturer que le jet dense dans le cas supercritique ou les ligaments et
les gouttes dans le cas subcritique. Lorsque l’on utilise un laser, il est possible de
disposer un filtre devant la came´ra de manie`re a` ne conserver que la longueur d’onde
de la source lumineuse et ainsi supprimer l’e´mission propre de la flamme.
Figure VI.3 – Sche´ma de principe de l’ombroscopie.
Ombroscopie (shadowgraphy) Cette technique utilise une source lumineuse
uniforme, laser ou lumie`re blanche collimate´e. Cela est sche´matise´ sur la figure VI.3.
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L’utilisation d’une source et d’une lentille produisant un faisceau de rayon paralle`le
permet de de´tecter les rayons de´vie´s. Cette me´thode permet ainsi de mesurer les
de´rive´es secondes de la variation de l’indice optique qui sont proportionnelles aux
variations de densite´. L’endroit ou` les variations sont les plus importantes corres-
pond a` la zone de flamme qui peut eˆtre ainsi e´tudie´e pre´cise´ment. En revanche, la
transition dense-dilue´ dans le jet dense est moins bien retrouve´e qu’avec une source
de lumie`re non-collimate´e.
Strioscopie (Schlieren) La me´thode de strioscopie utilise un montage proche
de celui d’ombroscopie avec une source de lumie`re collimate´e. A cela s’ajoute un
couteau place´ dans le plan focal de la seconde lentille pour filtrer les rayons qui
n’ont pas e´te´ de´vie´s par l’objet. La grandeur finale mesure´e correspond alors aux
de´rive´es premie`res de l’indice optique suivant une direction se´lectionne´e graˆce a` la
position du couteau.
Tomographie
Cette technique de visualisation consiste a` cre´er une nappe laser a` l’aide d’un
laser stroboscopique (par exemple au cuivre de longueur d’onde λ = 511,6 nm), d’un
jeu de lentilles focalisantes et de miroirs. Le laser e´met des pulsations, de manie`re
a` augmenter l’e´nergie de´pose´e, synchronise´es avec la came´ra. Les particules situe´es
dans ce plan diffusent la lumie`re du laser suivant les lois de Lorenz-Mie, l’intensite´
de ce signal est relie´e a` la densite´ en particules du milieu traverse´. Une autre parti-
cularite´ de ce phe´nome`ne est que la lumie`re ainsi diffuse´e conserve la meˆme longueur
d’onde que le laser incident. Une came´ra haute re´solution est dispose´e perpendicu-
lairement a` la nappe laser et re´cupe`re l’e´mission lumineuse ainsi re´e´mise. Il existe
alors deux options pour re´cupe´rer les donne´es. La premie`re consiste a` enregistrer
l’ensemble du flux en provenance de la chambre a` savoir l’e´mission propre de la
flamme et la lumie`re de la diffusion de Mie de la tranche laser par le jet dense. La
seconde consiste a` placer un filtre passe bande qui ne laisse passer que la fre´quence
de la tranche laser de manie`re a` ne re´cupe´rer que le signal en provenance du jet
dense. Ce montage est pre´sente´ sur la figure VI.4.
Chimiluminescence
La chimiluminescence est l’e´mission radiative des espe`ces e´lectroniquement ex-
cite´es lors de leur cre´ation par re´action chimique. La longueur d’onde des photons
e´mis de´pend alors des diffe´rences d’e´nergies entre l’e´tat excite´ et l’e´tat stable de la
mole´cule. L’intensite´ de cette e´mission de´pend directement de la concentration des
espe`ces excite´es que l’on relie au taux de re´action chimique associe´ et au taux de
collision de ”quenching”. Parmi les espe`ces implique´es dans la combustion des hydro-
carbures posse´dant une forte e´mission chimiluminescente on trouve OH* (309 nm),
CH* (431 nm) et CO2* (350-600 nm) [LS03]. Il est possible d’utiliser une came´ra de
haute de´finition combine´e avec un filtre passe bande centre´ sur la longueur d’onde
d’e´mission du radical souhaite´ pour enregistrer l’e´mission chimiluminescente d’une
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Figure VI.4 – Sche´ma de principe de la nappe laser.
espe`ce en particulier. Ces espe`ces e´tant les produits de la combustion des ergols,
la chimiluminescence permet de visualiser la zone de re´action de la flamme. On en
de´duit la structure de flamme dans la chambre de combustion que ce soit l’angle
d’expansion ou la position de fermeture. En pratique, il est possible d’utiliser des
temps d’exposition de la came´ra de quelques µs ce qui permet d’avoir une image de
l’e´mission instantane´e de la flamme inte´gre´e sur la ligne de vise´e associe´e a` chaque
pixel.
Fluorescence
La fluorescence est voisine de la chimiluminescence en ce sens qu’elle repose sur
l’e´mission d’un photon lors de la de´sexcitation d’une mole´cule. L’origine de l’e´tat ex-
cite´ est cependant diffe´rente car c’est l’absorption de l’e´nergie d’un photon incident
qui excite la mole´cule au lieu d’une re´action chimique. Les photons e´mis posse`dent
par contre les meˆmes proprie´te´s que ceux e´mis par chimiluminescence car ils corres-
pondent au meˆme quantum d’e´nergie. La Laser Induced Fluorescence (LIF) consiste
a` exciter les e´lectrons pre´sents dans les atomes afin de stimuler l’e´mission fluores-
cente, e´mission qu’il est possible de mesurer de la meˆme fac¸on que pour la chimilumi-
nescence. La Planar Laser Induced Fluorescence (PLIF) consiste a` e´clairer le jet par
une nappe laser de manie`re a` stimuler la fluorescence sur une ligne ou bien un plan
de coupe. Les re´sultats sont enregistre´es par une came´ra situe´e perpendiculairement
a` ce plan. On peut noter deux diffe´rences majeures entre la chimiluminescence et la
PLIF. La premie`re est que la PLIF enregistre l’e´mission d’un plan tandis que l’ima-
gerie d’e´mission inte`gre le signal de chimiluminescence sur la ligne de vise´e. Dans ce
cas, il est ne´cessaire d’utiliser des hypothe`ses de syme´trie et une transforme´e d’Abel
pour retrouver des re´sultats bidimensionnels. La PLIF donne donc une information
plus localise´e mais e´galement plus pre´cise. La seconde diffe´rence est que, en chimi-
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luminescence, seules les mole´cules nouvellement produites e´mettent, l’e´mission est
donc limite´e a` la zone re´active. Pour la me´thode PLIF toutes les mole´cules excite´es
par le laser vont pouvoir e´mettre et cela correspond donc a` une zone plus large que
la zone re´actionnelle, en particulier si l’on excite des mole´cules ou des radicaux qui
ont une dure´e de vie relativement longue. La me´thode de PLIF a e´te´ utilise´e sur le
radical OH par les e´quipes du laboratoires EM2C et de l’ONERA sur le banc MAS-
COTTE [SSCR05, CSS+07, SSRC07, GO09] et e´galement sur l’oxyge`ne gazeux par
les e´quipes du CORIA [CSB+01].
Diffusion Raman
La diffusion Raman correspond a` une diffusion ine´lastique des photons lors de
la traverse´e de la matie`re. Lors de ce phe´nome`ne, une infime quantite´ d’e´nergie
est e´change´e entre la matie`re et le photon ce qui modifie la longueur d’onde de ce
dernier. On peut alors distinguer deux situations, la premie`re appele´e de´calage de
Stokes, ou` la matie`re absorbe une partie de l’e´nergie du photon qui repart donc
avec une e´nergie plus faible (plus grande longueur d’onde) et la deuxie`me situation
appele´e de´calage anti-Stokes, ou` la matie`re donne de l’e´nergie au photon qui repart
donc avec une plus grande e´nergie (plus petite longueur d’onde).
Diffusion Raman spontane´e Les me´thodes de spectroscopie Raman consistent
a` e´clairer le gaz avec un laser monochromatique et a` mesurer le spectre apre`s dif-
fusion [CSB+01, Cle´07]. Les e´missions Raman sont moins intenses que les autres
phe´nome`nes comme la fluorescence ou la chimiluminescence, cette technique requiert
des lasers de forte puissance et ne´cessite de filtrer les longueurs d’ondes correspon-
dant aux e´missions de de´sexcitation des principaux atomes. En revanche elle ne
ne´cessite pas de synchroniser le laser sur une fre´quence pre´cise ce qui augmente le
choix des sources lasers possibles.
Diffusion Raman Anti-Stokes Cohe´rente (Coherent Antistokes Raman
Scattering) La me´thode de diffusion Raman anti-Stokes cohe´rente utilise deux
lasers de fre´quences proches, ω1 et ω2, afin de faire osciller en phase les mole´cules a` la
fre´quence ω1−ω2 pour de´clencher l’e´mission anti-Stokes a` la fre´quence ω1 +(ω1−ω2)
[GBC01, GBC03, GBH+07].
Les deux me´thodes permettent d’obtenir un spectre de l’intensite´ de la re´ponse
de l’e´mission Raman en fonction de la fre´quence. Lorsque les lasers utilise´s sont
focalise´s cela permet d’obtenir le spectre apre`s diffusion en un point. Ce spectre est
spe´cifique des diffe´rentes espe`ces et de leur tempe´rature. Il est ainsi possible par une
corre´lation avec un signal the´orique d’e´mission Raman de trouver la tempe´rature au
point de mesure.
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VI.1.2 Caracte´ristiques de la combustion transcritique
Cette the`se ayant pour objectif de re´aliser une simulation aux grandes e´chelles
de la chambre MASCOTTE en configuration supercritique, on se propose de re´unir
les principaux re´sultats obtenus lors des campagnes d’essais. L’e´tude expe´rimentale
s’est oriente´e autour de deux proble´matiques. La premie`re, naturelle en combustion,
est l’e´tude de la flamme supercritique. Sa localisation, son e´paisseur ou son intensite´
lumineuse ont ainsi e´te´ e´tudie´es. La seconde est l’e´tude de la transition dense-dilue´,
en particulier pour la comparer aux processus d’atomisation primaire et secondaire
du re´gime subcritique. Les essais ont montre´ la pre´sence d’un dard d’oxyge`ne, dont
la densite´ est comparable a` celle de l’oxyge`ne liquide, mais qui n’est pas atomise´ par
l’e´coulement coaxial d’hydroge`ne. Les ligaments et les gouttes typiques de l’injection
subcritique n’existent plus en combustion supercritique comme on peut le voir sur
la figure VI.5, qui repre´sente l’e´volution du jet d’oxyge`ne en fonction de la pression.
Cette diffe´rence a des conse´quences sur la zone de flamme qui se situe autour des
gouttes en re´gime subcritique alors que la flamme reste localise´e sur une e´paisseur
de quelque millime`tres le long du dard dense en combustion supercritique.
Figure VI.5 – E´volution du re´gime d’injection en fonction de la pression, images
en re´troe´clairage [HOG+06].
Pre´sence d’un dard dense
Les images obtenues par diffusion de Mie d’une nappe laser et par re´tro-e´clairage,
qui sont toutes les deux sensibles a` la masse volumique, ont mis en e´vidence la
pre´sence d’un dard dense d’oxyge`ne. La figure VI.6 donne un exemple des images
obtenues par re´troe´clairage par une source de lumie`re blanche HMI de 1200 W.
L’analyse des niveaux de gris du jet central sur les diffe´rentes images montre e´galement
que la densite´ du dard est comparable a` celle de l’oxyge`ne liquide [GBV01b]. Ce-
pendant, la structure de l’interface est diffe´rente du re´gime subcritique. Dans les
deux re´gimes, on observe des instabilite´s longitudinales de Kelvin-Helmholtz ty-
piques d’une couche de me´lange entre deux e´coulements a` deux vitesses diffe´rentes.
Dans les cas subcritiques, Gicquel et al. [GBV01b] ont estime´, a` partir de l’e´tude
d’images successives, la vitesse de ces structure entre 3,5 et 4 m.s−1 tandis que la
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Figure VI.6 – Image obtenue par re´troe´clairage avec une source lumineuse HMI
sans filtre mettant en e´vidence le jet dense d’oxyge`ne [GBV01b].
vitesse d’injection de l’oxyge`ne en sortie d’injecteur est de 2,2 m.s−1. Dans le cas
supercritique A60, la vitesse d’e´volution des structures est estime´e a` environ 7 m.s−1
pour une vitesse de sortie d’injecteur de l’oxyge`ne de 4,4 m.s−1 .
Dans le cas subcritique, des instabilite´s azimutales apparaissent, elles donnent
naissance a` des ligaments qui sont ensuite atomise´s en gouttes. Ce phe´nome`ne s’ex-
plique par l’instabilite´ de Rayleigh-Taylor qui apparait a` l’interface entre des fluides
de densite´s diffe´rentes soumis a` une force d’acce´le´ration. La croissance de cette in-
stabilite´ est limite´e par les forces de tension de surface. L’e´quilibre entre ces deux
forces, et donc l’apparition des ligaments, est donne´ par l’e´tude du nombre de Weber
We = ρgaz(vgaz − vLOX)2DLOX/σLOX ou` ρgaz est la densite´ du gaz, vgaz, vLOX les
vitesses du gaz et de l’oxyge`ne, DLOX le diame`tre de l’injecteur d’oxyge`ne et σLOX
la tension de surface de l’oxyge`ne liquide.
Dans le cas supercritique, des instabilite´s azimutales apparaissent e´galement mais
ne ressemblent pas aux ligaments. Ce sont des structures plisse´es de grosse taille.
Comme la tension de surface est nulle aux pressions supercritiques, ces structures
re´sultent d’un e´quilibre entre les instabilite´s de Rayleigh-Taylor et de la viscosite´.
La figure VI.7 repre´sente la surface de l’interface entre l’oxyge`ne et les gaz chauds
obtenus par re´troe´clairage a` 30 et 60 bars. On peut distinguer sur l’image a` pression
subcritique les gouttes et une structure de type filament qu’on ne retrouve pas sur
la structure supercritique.
Figure VI.7 – Interface entre l’oxyge`ne dense et la flamme obtenue par
re´troe´clairage a` 30 bar a` gauche et 60 bar a` droite. L’image est re´alise´e sur un
carre´ de 11x11mm et 512x512 pixels [HOG+06].
La figure VI.8 pre´sente les re´sultats par ombroscopie a` 30 et 60 bars. Le jet dense
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s’ouvre plus a` la pression subcritique qu’a` la pression supercritique et les instabilite´s
sont de plus forte amplitude. Les me´thodes de visualisation de l’oxyge`ne gazeux par
Figure VI.8 – E´volution du re´gime d’injection en fonction de la pression [HOG+06].
PLIF n’ont pas e´te´ concluantes a` pression supercritique. L’augmentation du bruit
du signal lors de la monte´e en pression ne permet pas de mettre en œuvre cette
me´thode [CSB+01]. L’e´mission Raman spontane´e est par contre exploitable dans
cette gamme de pression ce qui permet de re´colter des information sur la pre´sence
du jet dense d’oxyge`ne en accord avec les mesures effectue´es par les me´thode de
re´tro-e´clairage.
En re´gime supercritique, le jet dense se maintient jusqu’a` une distance de 20
diame`tres DLOX . La queue du jet supercritique diffe`re e´galement du cas subcritique.
En re´gime subcritique le jet se finit quand tout le dard a e´te´ atomise´ et se finit par
un nuage de gouttes tandis qu’en re´gime supercritique le jet se casse en gros amas
denses qui sont laˆche´s pe´riodiquement. Ce constat a e´galement e´te´ fait sur d’autres
configurations LOX/GH2 supercritiques par exemple par Oschwald sur le banc du
DLR [OSB+06].
Structure de la flamme
L’e´mission lumineuse augmente de pre`s de 40% entre les cas a` 30 bar et les
cas a` 60 bar. Ceci est lie´ a` l’augmentation des taux de re´action chimique avec
la pression. Cette augmentation a des conse´quences sur les diagnostics possibles,
l’e´mission propre de la flamme pouvant bruiter fortement les autres mesures, si elle
n’est pas filtre´e.
Les mesures par PLIF-OH effectue´es par le laboratoire EM2C sur le banc MAS-
COTTE donnent des informations sur la stabilisation de la flamme au niveau de la
le`vre de l’injecteur [SSRC06]. La figure VI.9 pre´sente les diffe´rentes situations ob-
serve´es pendant cette campagne. La position du point d’attache de la flamme varie
sur la le`vre et la flamme peut e´galement eˆtre le´ge`rement de´tache´e, jusqu’a` 1 mm.
Ces mesures montrent e´galement que dans un premier temps la flamme se referme
le´ge`rement vers le jet dense d’oxyge`ne.
Les mesures de chimiluminescence OH et de PLIF OH permettent e´galement
d’avoir des images de la structure de la flamme en aval des injecteurs dans la
chambre de combustion. Apre`s la zone de recirculation de la le`vre de l’injecteur,
la flamme s’ouvre avec une angle que l’on peut estimer entre 5˚ et 8˚ a` partir
des transforme´es d’Abel des champs moyens, comme on peut le voir sur la figure
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Figure VI.9 – Images obtenues par PLIF-OH au niveau de la le`vre de l’injecteur
[SSRC06]. L’oxyge`ne est situe´ au dessus de la le`vre et l’hydroge`ne en dessous.
VI.10 [JTS+00, CJS+06, GBV01a]. Cette ouverture est beaucoup plus faible que
l’angle d’ouverture en re´gime subcritique. Les visualisations de chimiluminescence
Figure VI.10 – Transforme´e d’Abel du champ moyen de chimiluminescence OH
et position moyenne du jet dense au centre tire´e de [CJS+06].
OH donnent e´galement une indication du taux de re´action de OH dans la flamme
en fonction de l’intensite´ du signal. En re´gime supercritique, la zone la plus re´active
se trouve a` la pe´riphe´rie du jet dense qui apparaˆıt en rouge sur la figure VI.10.
Mode de combustion Aux pressions subcritiques, la combustion a lieu a` la sur-
face des gouttes qui s’e´vaporent. Les gouttes conservant une certaine inertie lors de
l’atomisation, elles pe´ne`trent dans l’e´coulement gazeux. La zone de combustion est
alors tre`s e´paisse comme on peut le voir sur la figure VI.11. Ce phe´nome`ne d’ato-
misation en fines gouttes n’existe pas aux pressions supercritiques. Les structures se
de´veloppent alors a` la surface du jet dense et ne s’en se´parent pas. La combustion
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a alors lieu a` la surface du jet dense avec une e´paisseur de l’ordre du millime`tre,
comme illustre´ sur la figure VI.11 [HOG+06].
Figure VI.11 – E´volution du re´gime d’injection en fonction de la pression
[HOG+06].
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VI.2 E´quations et mode`les des simulations aux
grandes e´chelles multifluides supercritiques
Le de´veloppement des nouvelles technologies passe de plus en plus souvent par
une e´tape d’e´tude d’amont par simulation nume´rique. Les couˆts relatifs des expe´rien-
ces et des simulations nume´riques combine´s a` l’explosion de la puissance de calcul
disponible font que cette e´tape prend une part croissante dans la conception. Les
diffe´rents calculs RANS re´alise´s en re´gimes supercritiques n’ont pas permis d’at-
teindre un seuil satisfaisant de fiabilite´ par rapport aux donne´es expe´rimentales
pour les envisager comme un outil de conception. En particulier ces calculs RANS
ont tendance a` sous estimer l’ouverture de la flamme ce qui conduit a` surestimer
sa longueur et e peuvent pas e´tudier les instabilite´s. Or ces faiblesses concernent
justement les questions auxquelles doit re´pondre la simulation de manie`re a` opti-
miser la masse de la chambre de combustion et son circuit de refroidissement. Ces
proble`mes des simulations RANS peuvent eˆtre en partie attribue´s au caracte`re for-
tement instationnaire, anisotrope et multie´chelle des phe´nome`nes a` l’œuvre dans les
chambres de combustion. L’augmentation de la puissance de calcul permet l’utilisa-
tion de maillages plus fins et de me´thodes de simulations aux grandes e´chelles qui
apparaissent comme des solutions possibles.
VI.2.1 Mode´lisation de la turbulence
La turbulence est caracte´rise´e par une re´partition de l’e´nergie sur un spectre
continu d’e´chelles de longueur. L’e´nergie est porte´e principalement par les plus
grandes e´chelles du calcul, on appelle e´chelle inte´grale l’e´chelle qui porte le maxi-
mum d’e´nergie. Dans le cadre de la turbulence homoge`ne isotrope, cette e´chelle
inte´grale correspond a` l’e´chelle ou` l’e´nergie est injecte´e. Cette e´nergie est ensuite
transmise via le phe´nome`ne de cascade d’e´nergie vers les plus petites e´chelles. Ce
transfert a lieu jusqu’a` l’e´chelle de Kolmogorov pour laquelle les phe´nome`nes de
diffusion deviennent pre´ponde´rant. L’e´nergie est alors dissipe´e au niveau de l’e´chelle
de Kolmogorov qui est donc la plus petite e´chelle spatiale porteuse d’e´nergie.
On distingue trois grandes cate´gories de simulation de la turbulence. D’un cote´
celle ou` toutes les e´chelles sont repre´sente´es est appele´e Direct-Numerical Simulation
(DNS). De l’autre cote´ on trouve les simulations Reynolds Average Navier-Stokes
(RANS) ou` seul le champ moyen est calcule´ et toutes les e´chelles sont mode´lise´es.
Et la troisie`me cate´gorie est un interme´diaire entre ces deux extreˆmes. Les grandes
e´chelles sont calcule´es tandis que les plus petites e´chelles ou` la dissipation a lieu sont
mode´lise´es. Ce type de simulation est alors appele´e Simulation aux Grandes E´chelles
(SGE) ou Large Eddy Simulation en anglais (LES). La re´partition entre les e´chelles
re´solues et mode´lise´e dans les simulations aux grandes e´chelles est repre´sente´es sur
la figure VI.12.
Lorsque la turbulence est non isotrope, comme dans des couches de me´lange,
les processus de transfert d’e´nergie entre e´chelles sont plus complexes. On assiste,
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Figure VI.12 – Spectre d’e´nergie de la turbulence homoge`ne isotrope et re´partition
entre e´nergie mode´lise´e et re´solue pour la LES
en effet, a` des transferts d’e´nergie des petites e´chelles vers les plus grandes. Ty-
piquement dans une couche de me´lange, la taille de l’e´chelle inte´grale est donne´e
par l’e´paisseur de la couche de me´lange qui croit au fur et a` mesure que cette
dernie`re se de´veloppe. La mode´lisation de la turbulence e´tant peu voire incapable
de cre´er ce phe´nome`ne de cascade inverse, il est ne´cessaire de capturer les petites
e´chelles de ce phe´nome`ne. Dans les applications de de´sinte´gration et de combustion
de jets coaxiaux, la croissance de la couche de me´lange est un phe´nome`ne cle´ du
de´veloppement de l’e´coulement. Il est donc important lors du choix de l’e´chelle de
basculement entre re´solution et mode´lisation de prendre une e´chelle suffisamment
petite pour que les processus de croissance de la couche de me´lange puissent eˆtre
re´solus.
E´quations de conservation
Les e´quations de transport d’un bi-fluides compressibles ont e´te´ e´tudie´es dans le
chapitre V de cette the`se. Dans le cadre des solveurs a` volume fini, les inconnues
correspondent aux grandeurs conservatives ((ρij)j,i, ρv, ρE). La masse volumique
partielle ρij d’une espe`ce i dans un fluide j est donne´e par le produit de la fraction
massique du fluide j avec la fraction massique relative de l’espe`ce i dans ce fluide et
la masse volumique totale
ρij = ρZjYi (VI.3)
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Le jeu d’e´quations de conservation est donne´ par
∂t(ρ) +∇.(ρv) =0 , (VI.4)
∂t(ρZj) +∇.(ρZjv) =ρZ˙j , j = 1, 2 (VI.5)
∂t(ρZjYij) +∇.(ρZjYijv) =−∇.Jij +Miω˙ij + ρY˙ij, 1 ≤ i ≤ ne, (VI.6)
∂t(ρv) +∇.(ρv ⊗ v) =−∇P +∇.τ (VI.7)
∂t (ρE) +∇. (ρEv) =−∇.(Q+ (PI − τ ).v) . (VI.8)
ou` ρ est la masse volumique moyenne du me´lange, v est la vitesse du fluide, P la
pression, τ le tenseur visqueux, Yij les fractions massiques des espe`ces 1 ≤ i ≤ ne
dans le fluide j, Jij leur flux de diffusion, Mi leur masse molaire et ω˙ij le terme
source chimique et l’e´nergie massique totale est donne´e par E = (e+ 1
2
|v|2) et Q le
flux de chaleur.
Ope´rateur de filtrage et moyenne de Favre
Dans le cadre des simulations aux grandes e´chelles seules les plus grandes e´chelles
sont re´solues de manie`re a` re´duire le temps de calcul. Pour obtenir le syste`me
d’e´quations a` re´soudre, il est ne´cessaire d’appliquer un ope´rateur de filtrage aux
e´quations classiques.
L’ope´rateur de filtrage peut se noter
Q(x) =
∫
Q(x∗)F (x− x∗)dx∗ . (VI.9)
On peut de´finir la partie sous-maille Q′ :
Q = Q + Q′ . (VI.10)
Pour des fluides compressibles on utilise e´galement l’ope´rateur de moyenne de
Favre : la grandeur Q, est alors de´compose´e en :
Q = Q˜ + Q′′ , (VI.11)
avec
Q˜ =
ρQ
ρ¯
. (VI.12)
L’ope´rateur de moyenne commute avec les ope´rateurs de de´rivation mais ne com-
mute pas avec le produit.
Dans le cadre de nos simulations nous n’utilisons pas de filtrage explicite des
e´quations mais un filtrage implicite par la taille de maille.
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E´quations moyenne´es au sens de Favre
Les e´quations de conservation des simulations aux grandes e´chelles sont obtenues
en appliquant l’ope´rateur de filtrage aux e´quations classiques [PV05]. On obtient
alors le syste`me d’e´quations pour les simulations multifluides aux grandes e´chelles
∂t(ρ¯) +∇.(ρ¯v˜) =0 (VI.13)
∂t(ρ¯Z˜j) +∇.(ρ¯Z˜jv˜) =∇.
[
ρ¯
(
Z˜jv˜ − Z˜jv
)]
+ ρZ˙j , (VI.14)
∂t(ρ¯Z˜jYij) +∇.(ρ¯Z˜jYijv˜) =∇.
[
ρ¯
(
Z˜jYijv˜ − Z˜jYijv
)]
−∇.Jij +Miω˙ij + ρY˙ij ,
(VI.15)
∂t(ρ¯v˜) +∇.(ρ¯v˜ ⊗ v˜) =∇.
[
ρ¯
(
v˜ ⊗ v˜ − v˜ ⊗ v
)]
−∇P +∇.τ , (VI.16)
∂t
(
ρ¯E˜
)
+∇.
(
ρ¯E˜v˜
)
=∇.
[
ρ¯
(
E˜v˜ − E˜v
)]
−∇.(Q+ Pv − τ .v) .
(VI.17)
avec une approximation sur P ' P (ρ¯, T˜ , Y˜i qui est analyse´e par Selle et al. [SOBH07].
On fait e´galement les hypothe`ses Pv = P v˜ = et τ .v = τ .v˜.
Flux de diffusion mole´culaire filtre´s
Les flux de diffusion faisant intervenir des produits des diffe´rentes variables, les
flux filtre´s ne correspondent pas exactement aux flux des variables filtre´es. Ne´anmoins
cette erreur est ne´gligeable par rapport aux autres points de mode´lisation de la
turbulence et on pourra donc faire cette simplification. Dans les simulations aux
grandes e´chelles re´alise´es on n’utilisera pas les flux de diffusion non ide´aux mais une
e´valuation a` partir des gradients des fractions massiques sans terme croise´. Cette
approximation est en ge´ne´ral invisible car les flux laminaires sont petits face a` la
diffusion turbulente. Ces flux sont renormalise´s de fac¸on a` avoir
∑Jij = 0
Jij = ρ¯α˜j
(
Dij∇Y˜ij − Y˜ij
ne∑
k=1
Dkj∇Y˜kj
)
(VI.18)
On utilise une mode´lisation du flux de diffusion de chaleur suivant le gradient de
tempe´rature filtre´e.
Q = −λ∇T˜ +
2∑
j=1
ne∑
k=1
hkjJkj (VI.19)
Le tenseur des contraintes visqueuses est aussi obtenu en ne´gligeant les effets des
permutations entre le filtrage et le produit des grandeurs.
τ = µl
(∇v˜ +t ∇v˜)− 2
3
µl∇.v˜I (VI.20)
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En introduisant le tenseur des de´formations S de´fini par
S˜ =
1
2
(∇v˜ +t ∇v˜) (VI.21)
on peut re´ecrire l’e´quation (VI.20)
τ = 2µlS˜ − 2
3
µlTr(S˜) (VI.22)
Fermeture des e´quations pour la LES
Les e´quations pour le champ moyen ressemblent aux e´quations initiales pour le
champ total. Elles font ne´anmoins intervenir de nouveaux termes qui proviennent
de la non-commutation de l’ope´rateur de filtrage et du produit.
• la partie non-re´solue du tenseur de Reynolds :
[
ρ¯
(
v˜ ⊗ v˜ − v˜ ⊗ v
)]
• la partie non-re´solue du flux d’espe`ces pour chaque fluide :
[
ρ¯
(
Z˜jYijv˜ − Z˜jYijv
)]
• la partie non-re´solue du flux d’e´nergie :
[
ρ¯
(
E˜v˜ − E˜v
)]
Il est ne´cessaire de mode´liser ces termes pour pouvoir fermer les e´quations de conser-
vation. Cette fermeture se fait en utilisant l’hypothe`se de Boussinesq
ρ¯
(
v˜ ⊗ v˜ − v˜ ⊗ v
)
=2ρ¯νt
(
S˜ − 1
3
Tr(S˜)
)
, (VI.23)
ρ¯
(
Z˜jYijv˜ − Z˜jYijv
)
=ρ¯α˜j
(
νt
Scti
∇Y˜ij − Y˜ij
ne∑
k=1
νt
Sctk
∇Y˜kj
)
, (VI.24)
ρ¯
(
E˜v˜ − E˜v
)
=− νt
Prt
∇T˜ +
2∑
j=1
ne∑
k=1
hkj ρ¯
(
Z˜jYkjv˜ − Z˜jYkjv
)
, (VI.25)
ou` νt est la viscosite´ turbulente sous maille, les Sc
t
i sont les nombres de Schmidt
turbulents des espe`ces 1 ≤ i ≤ ne et Prt le nombre de Prandtl turbulent.
Mode´lisation de la viscosite´ turbulente sous maille νt
Ces fermetures reposent sur l’e´valuation d’une viscosite´ turbulente sous maille
νt. Cette dernie`re est e´value´e a` partir des vitesses re´solues. Nous avons utilise´ deux
formulations : celle de Smagorinsky et le mode`le WALE.
Dans le mode`le de Smagorinsky [Sma63], la viscosite´ turbulente sous-maille est
calcule´e par
νt = (Cs∆)
2
√
2S˜ : S˜ (VI.26)
ou` ∆ est la taille de maille caracte´ristique e´value´e a` partir du volume des cellules
∆ = V 1/3 et Cs est une constante qui varie entre 0,1 et 0,2 et de´pend de la topologie
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de l’e´coulement. Ce mode`le est adapte´ a` la turbulence homoge`ne isotrope, mais est
connu pour eˆtre trop dissipatif dans les zones proches des parois et dans les couches
de cisaillement pur [PV05, ND99].
Les e´coulements calcule´s dans cette the`se correspondent principalement a` des jets
qui conduisent a` l’e´tude de couches de me´lange cisaille´es. Par conse´quent, nous avons
e´galement utilise´ le mode`le Wall Adaptative Local Eddy-Viscosity (WALE) introduit
par Nicoud et Ducros [ND99]. Le mode`le WALE est conc¸u pour faire de´croitre la
viscosite´ turbulente vers ze´ro en paroi et pour ne pas produire de viscosite´ turbulente
dans des couches de cisaillement pur. Il repose sur un tenseur s˜ e´value´ a` partir des
gradients de vitesses filtre´es selon la formule
s˜ij =
1
2
∑
k
(
∂˜vi
∂xk
∂˜vk
∂xj
+
∂˜vj
∂xk
∂˜vk
∂xi
)
− 1
3
∑
kl
∂˜vl
∂xk
∂˜vk
∂xl
δij (VI.27)
La viscosite´ turbulente sous maille est ensuite calcule´e par
νt = (Cw∆)
2 (s˜ : s˜)
3/2
(S˜ : S˜)5/2 + (s˜ : s˜)5/4
, (VI.28)
ou` Cw est une constante. On fixera cette constante a` 0,4929 comme Ruiz pour une
configuration MASCOTTE supercritique [Rui12].
VI.2.2 Mode´lisation de la combustion turbulente
Les phe´nome`nes de combustion reposent sur trois e´le´ments, un fuel, un oxydant
et une source d’e´nergie. Les re´actions chimiques n’ont pas lieu si ces trois e´le´ments
ne sont pas re´unis au meˆme endroit au meˆme instant. Dans le cas laminaire, les
phe´nome`nes de me´lange et de mise en contact sont principalement controˆle´s par
les diffusions mole´culaires et thermique. Dans le cas d’une flamme laminaire de
pre´me´lange on peut ainsi relier l’e´paisseur de la flamme δ0L et la vitesse de flamme
S0L a` la diffusion mole´culaire D et au taux de consommation ω˙c
S0L ∝
√
Dω˙c , δ
0
L ∝
D
S0L
. (VI.29)
Dans le cadre de fluide turbulent la situation est plus complexe. En paralle`le des
phe´nome`nes de diffusion, l’e´coulement peut potentiellement brasser a` l’e´chelle mole´cu-
laire les re´actifs et une source d’e´nergie de manie`re a` alimenter la flamme.
Re´gimes de combustion turbulente
Afin d’e´tudier l’interaction entre la turbulence et la diffusion mole´culaire dans
la combustion turbulente il est ne´cessaire d’introduire les temps caracte´ristiques des
deux phe´nome`nes.
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• le temps caracte´ristique chimique est de´fini a` partir de l’e´paisseur et de la
vitesse de la flamme laminaire
τc =
δ0L
S0L
(VI.30)
• le temps caracte´ristique pour des tourbillons de la taille de l’e´chelle de Kol-
mogorov η est :
τη =
η
u′η
(VI.31)
• le temps caracte´ristique pour des tourbillons de l’ordre de l’e´chelle inte´grale lt
est :
τl,t =
lt
u′l
(VI.32)
On de´finit ensuite les trois nombres sans dimension suivants :
• Damko¨hler Da
Da =
τt,l
τc
(VI.33)
• Karlovitz Ka
Ka =
τc
τt,η
(VI.34)
• Reynolds Re
Re =
u′lt
ν
= Da2Ka2 (VI.35)
On peut mettre en e´vidence trois re´gimes distincts en fonction de ces nombres sans
dimension [VV02].
Si Ka < 1 et Da > 1 on est dans le re´gime de flammelettes : le temps ca-
racte´ristique de la re´action chimique est plus petit que les temps turbulents. On
est dans une situation ou` la turbulence n’influence pas la re´action, elle transporte
seulement les produits.
Si Ka > 1 et Da ≈ 1 on est dans le re´gime de flamme e´paissie. La taille ca-
racte´ristique des plus petits tourbillons est infe´rieure a` l’e´paisseur de la flamme. Ils
e´paississent la flamme en augmentant la diffusivite´ thermique et mole´culaire.
Si Ka > 100 et Da  1 on trouve le re´gime de combustion distribue´e. La
turbulence perturbe la zone de re´action on ne peut plus identifier de front de flamme.
Pour nos applications, les re´actions chimiques sont plus rapides que la turbulence
et le re´gime de flammelette est une description approprie´e de la combustion. En
grossissant suffisamment la zone de re´action, il est donc possible de se ramener a`
une e´tude de flamme de pre´me´lange ou de diffusion laminaire. Cette proprie´te´ justifie
les e´tudes des flammes e´tire´es de diffusion e´ffectue´es dans le chapitre IV.
L’e´paisseur de flamme de diffusion peut varier en fonction de l’e´tirement entre le
microme`tre et la centaine de microme`tres. Compte tenu des tailles de maille utilise´es
dans l’approche aux grandes e´chelles, la taille d’une cellule est en ge´ne´ral supe´rieure
a` l’e´paisseur de flamme. Il faut donc, a` partir des grandeurs moyennes d’une cellule,
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Figure VI.13 – Les diffe´rents re´gimes de combustion par Veynante et Vervisch tire´
de [VV02] : a) flammelette b) flamme e´paissie c) combustion distribue´e
remonter au taux de production global de la cellule. L’enjeu de la mode´lisation de
la combustion turbulente est d’utiliser au mieux les connaissances des structures de
flammes laminaires dans la reconstruction des taux de production chimique de la
cellule a` partir des grandeurs moyenne´es.
Arrhe´nius
Les sche´mas re´actionnels peuvent se de´composer en de nombreuses re´actions
chimiques dont il faut calculer les taux d’avancement. Dans le cadre d’une cine´tique
chimique simplifie´e avec un combustible F un oxydant O donnant un produit P :
νF F + νO O −→ νP P (VI.36)
La loi d’Arrhe´nius relie les taux de re´action aux concentrations des espe`ces pre´sentes
avec une loi de la forme :
ω˙ = A[CF ]
νF [CO]
νOTα exp
(
−Ta
T
)
(VI.37)
ou` A est une constante, et Ta une tempe´rature d’activation et [CF ], [CO] les concen-
trations du fuel et de l’oxydant.
Une adaptation simple de ce mode`le a` la LES consiste a` utiliser les grandeurs
moyenne´es. Si l’on re´e´crit l’e´quation VI.37 en utilisant les fractions massiques et
qu’on la moyenne on obtient alors :
ω˙ = Aρ2
Y˜F
νF
MF
Y˜O
νO
MO
T˜α exp
(
−Ta
T˜
)
(VI.38)
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Cette version simplifie´e du mode`le d’Arrhe´nius suppose un me´lange parfait des
gaz frais dans chaque maille. Il est possible de l’adapter pour prendre en compte un
facteur de me´lange sous-maille
(
Y˜OYF − Y˜OY˜F
)
/
(
Y˜OY˜F
)
:
ω˙ = Aρ2Y˜F
νF
Y˜O
νO
T˜α exp
(
−Ta
T˜
)[
1 +
Y˜OYF − Y˜OY˜F
Y˜OY˜F
]
. (VI.39)
Cette formulation ne´cessite cependant d’avoir acce`s a` l’information de me´lange sous
maille
(
Y˜OYF − Y˜OY˜F
)
/
(
Y˜OY˜F
)
qui peut par exemple eˆtre transporte´e dans le
calcul.
Mode`le de flamme e´paissie pour la LES
Appele´ en anglais TFLES pour Thickened Flame LES, l’ide´e de ce mode`le est
d’e´paissir artificiellement la zone de re´action de la flamme turbulente pour que celle-
ci soit re´solue sur plusieurs mailles du maillage. En utilisant pour la vitesse de flamme
laminaire :
S0L ∝
√
Dω˙ , δ0L ∝
D
S0L
, (VI.40)
une manie`re d’e´paissir la flamme est de multiplier par F le coefficient de diffusion
tout en faisant attention de pre´server la vitesse du front de flamme. On introduit
alors un terme d’efficacite´ E qui est la` pour compenser le fait que la vitesse de flamme
laminaire est diffe´rente de la vitesse de flamme turbulente. L’e´quation (VI.15) de-
vient :
∂t(ρ¯Z˜jYij) +∇.(ρ¯Z˜jYijv˜) = ∇.
[
ρ¯
(
Z˜jYijv˜ − Z˜jYijv
)]
−∇.(FJij) + EFMiω˙ij +ρY˙ij
(VI.41)
De manie`re a` cibler l’action de la TFLES et n’augmenter la diffusion que dans
la zone de flamme un senseur Ω, par exemple
Ω = Y νFF Y
νO
O exp
(
−ΓTa
T
)
, (VI.42)
peut eˆtre utilise´ dans la de´termination du facteur multiplicatif F qui pourra alors
s’e´crire
F = 1 + (Fmax − 1)tanh
(
β
Ω
Ωmax
)
. (VI.43)
Mode`le de relaxation vers l’e´quilibre
Ce mode`le d’e´valuation des taux de production chimique repose sur l’e´valuation
d’un e´tat d’e´quilibre thermodynamique (Y eq1 , ..., Y
eq
ne , T
eq, P eq) a` partir de l’e´tat moyen
de la maille (Y˜1, ..., Y˜ne , T˜ , P˜ ). Les taux de production chimique des espe`ces 1 ≤ i ≤
ne sont alors donne´s par la relation
ω˙i = ρ¯
(
1
τmol
+
1
τtur
)
(Y eqi − Y˜i) (VI.44)
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ou` τmol est un temps caracte´ristique lie´ a` la diffusion mole´culaire et τtur un temps
caracte´ristique lie´ a` la turbulence que l’on peut e´valuer par analyse dimensionnelle
avec
τtur =
νt
CµK =
(CS/w∆)
2√
Cµνt
, (VI.45)
ou` K est l’e´nergie cine´tique sous maille et Cµ une constante fixe´e a` 0,09.
VI.2.3 Mode´lisation de la pseudo-e´vaporation de l’oxyge`ne
Dans les applications envisage´es dans cette the`se seul l’oxyge`ne est pre´sent aux
basses tempe´ratures, par conse´quent on ne conside`re que l’e´change de masse associe´
a` la condensation/e´vaporation de l’oxyge`ne entre les fluide 1 et 2. Cette de´marche
est cependant ge´ne´ralisable aux autres espe`ces et aux cas a` plus de deux fluides,
par exemple, dans le cas d’une injection de me´thane et d’oxyge`ne transcritique. On
conserve la re´action d’e´change entre fluide (V.107)
(O2)1  (O2)2 (VI.46)
a` laquelle on associe une constante d’e´quilibre K? dont la solution pour les fractions
massiques d’oxyge`ne a` l’e´quilibre est donne´e par
(Z1YO21)
eq =
1
1 +K?
(Z1YO21 + Z2YO22) , (VI.47)
(Z2YO22)
eq =
K?
1 +K?
(Z1YO21 + Z2YO22) . (VI.48)
Pour notre e´tude de faisabilite´ nous avons conserve´ la forme de la constante d’e´quilibre
de´crite en (V.108). Le choix de cette constante me´riterait une e´tude propre qui n’a
pas e´te´ re´alise´e dans cette the`se mais qui fait partie des perspectives possibles.
De fac¸on a` e´viter des instabilite´s lors de la transition dense-dilue´ de l’oxyge`ne,
une approche de relaxation vers l’e´quilibre a e´te´ pre´fe´re´e a` l’approche cine´tique
utilise´e pre´ce´demment. Les taux de re´action sont alors donne´s par
ω˙O2,1 =ρ¯
(Z1YO21)
eq − Z˜1YO21
τ
(VI.49)
ω˙O2,2 =ρ¯
(Z2YO22)
eq − Z˜2YO22
τ
(VI.50)
Le temps caracte´ristique τ n’est pas estime´ a` partir de conside´rations physiques mais
a` partir du pas de temps des simulations, avec typiquement τ ' 3∆t.
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VI.3 Simulation aux Grandes E´chelles de MAS-
COTTE en condition supercritique
La configuration MASCOTTE supercritique est un cas simplifie´ et repre´sentatif
du fonctionnement d’un moteur cryotechnique. La taille de l’e´chelle inte´grale reste
limite´e compare´e a` des cas re´els de chambre de combustion cryotechnique. Cela
permet de choisir une e´chelle de transition, entre la re´solution et la mode´lisation,
suffisamment petite pour capturer la plupart des phe´nome`nes de croissance des
couches de me´lange tout en conservant un couˆt global du calcul raisonnable.
Par ailleurs, les diffe´rentes campagnes expe´rimentales fournissent une vaste banque
de donne´es pour e´valuer la qualite´ des re´sultats des simulations.
VI.3.1 Configuration de la simulation nume´rique
Ge´ome´trie
On conside`re pour cette simulation le boitier MASCOTTE HP dans sa confi-
guration de 2006 avec la sortie de l’injecteur coaxial a` ras du fond de la chambre.
La ge´ome´trie de la chambre comple`te est pre´sente´e sur la figure VI.14. On calcu-
lera une configuration allant des derniers centime`tres des injecteurs au de´but de la
tuye`re amorce´e. Ce choix permet de retrouver les modes propres acoustiques de la
chambre.
Figure VI.14 – Boitier MASCOTTE HP complet avec divergent
L’injecteur est coaxial avec l’injection de l’oxyge`ne froid au centre entoure´e de
l’injection d’hydroge`ne gazeux comme pre´sente´ sur la figure VI.15. L’ensemble des
dimensions, adimensionne´es par le diame`tre d’oxyge`ne, est donne´ dans le tableau
VI.3.
D1 D2 D3 D4 L1 L2
0,72 DLOX DLOX 1,15 DLOX 2, DLOX DLOX 2, DLOX
Table VI.3 – Dimensions de l’injecteur coaxial
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Figure VI.15 – Ge´ome´trie de l’injecteur coaxial
Point de fonctionnement
Il existe deux points de fonctionnement de MASCOTTE aux pressions supercri-
tiques, le point A60 et le point C60. L’une des difficulte´s des calculs transcritiques
est le grand nombre d’e´chelles caracte´ristiques a` prendre en compte. La taille des
plus petites e´chelles est plus ou moins inde´pendante du choix du point de fonction-
nement. Les e´chelles macroscopiques sont par contre diffe´rentes et plus facilement
identifiables. Ce sont ces e´chelles qui pilotent la dure´e du calcul, plus elles sont
grandes et plus le calcul sera long a` converger. On peut ainsi identifier le temps de
parcours de la chambre des gaz brule´s qui de´pend du de´bit entrant et la longueur
du jet dense. Pour ces deux e´chelles, c’est le cas A60 qui pre´sente les plus petits
temps caracte´ristiques. De manie`re a` diminuer le temps global de simulation nous
avons donc pre´fe´re´ le cas A60 au cas C60. Les conditions d’injection utilise´es sont
re´pertorie´es dans le tableau VI.4.
T (K) m˙ (g/s) ρ (kg/m3) v (m/s)
oxyge`ne 80 100 1200 8,9
hydroge`ne 275 65 5,9 200
Table VI.4 – Conditions d’injection du cas A60
Maillage
Le maillage utilise´ est constitue´ d’environ 14 millions de cellules te´trae´driques,
a` l’exception de couches de prismes dans l’injecteur d’hydroge`ne pour capturer le
cisaillement du champ de vitesse en paroi. Une couche de prismes a e´te´ utilise´e dans
l’injecteur d’oxyge`ne dans une e´tude pre´liminaire. Elle a favorise´ l’apparition d’un
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de´collement dans le chanfrein et n’a donc pas e´te´ conserve´e. Le diame`tre des mailles
dans la re´gion proche de l’injecteur coaxial est pre´sente´ sur la figure VI.16.
Figure VI.16 – Coupe me´diane du maillage utilise´ colorie´ par le diame`tre des
mailles D = V 1/3.
Me´thode nume´rique
Le code CEDRE employe´ a` l’ONERA est fourni a` divers industriels franc¸ais
du domaine ae´rospatial (MBDA, Herakles, Snecma, Astrium-ST). Il est pre´sente´
en de´tail dans un nume´ro d’Aerospacelab de´die´ aux codes de calcul de l’ONERA
[CED11]. CEDRE est de´veloppe´ pour l’e´tude des e´coulements re´actifs turbulents et
multiphasiques. Ce code est une plateforme multi-physique qui est compose´e de plu-
sieurs solveurs, chacun traitant l’un des diffe´rents phe´nome`nes physiques, e´coulement
fluide, phase disperse´e, rayonnement ou encore le solide. Dans le cadre de cette the`se,
nous avons exclusivement utilise´ le solveur CHARME. Le solveur CHARME repose
sur une approche volume fini cell centered sur des maillages non structure´s. De nom-
breuses possibilite´s existent dans les choix de mode´lisations dans CHARME, on ne
pre´sentera que la configuration finale utilise´e.
Le sche´ma d’inte´gration retenu pour ce calcul est un sche´ma d’inte´gration im-
plicite de Runge-Kutta a` deux e´tapes. Ce choix de´coule de la de´cision de prendre
la configuration d’injecteur re´elle avec environ dix points dans l’e´paisseur de le`vre
et une croissance raisonnable des tailles des mailles. Le pas de temps est fixe´ a`
2.10−8 s de manie`re a` avoir un CFL proche de un presque partout pour capturer
les phe´nome`nes physiques et en particulier les instabilite´s de Kelvin-Helmholtz qui
naissent aux petites e´chelles, croissent et ge´ne`rent finalement les grandes e´chelles.
On utilise les proprie´te´s du sche´ma implicite pour ne pas avoir a` garantir les crite`res
de stabilite´ explicites au voisinage de la le`vre d’injection. La re´solution du syste`me
implicite utilise les me´thodes GMRES [SS86].
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On utilise une me´thode Harten-Lax-van Leer-Contact scheme [TSS94] pour cal-
culer les flux aux faces. Ce sche´ma, spe´cialement conc¸u pour pouvoir traiter d’e´ven-
tuelles discontinuite´s, est adapte´ a` notre calcul compte tenu de la pre´sence des forts
gradients de densite´. Nous avons choisi une approche d’e´valuation des diffe´rents gra-
dients avec une me´thode MUSCL multipente adapte´e aux maillages non-structure´s
[LTMG15]. Cette me´thode a e´te´ de´veloppe´e a` l’ONERA pour re´pondre au besoin des
proble`mes diphasiques subcritiques, dont la proble´matique nume´rique est similaire
a` notre cas d’e´tude.
Mode`les
On conserve l’approche pre´sente´e dans le cas de flamme e´tire´e multifluide en
repre´sentant le comportement oxyge`ne dense dans un premier fluide par une e´quation
d’e´tat cubique SRK modifie´e. Les outils ne´cessaires ont e´te´ imple´mente´s lors de
la the`se de L. Matuszewski [Mat11]. La thermodynamique de l’oxyge`ne chaud, de
l’hydroge`ne et des gaz bruˆle´s est repre´sente´e par une e´quation d’e´tat de gaz parfait.
Ce choix permet de limiter le couˆt de la me´thode multifluide et d’e´viter des proble`mes
de condensation de l’eau rencontre´s dans les flammes e´tire´es de diffusion au chapitre
IV.
On utilise ici les flux de diffusion simplifie´s pre´sente´s dans la partie pre´ce´dente
VI.2.1. On utilise la mode´lisation de Ely et Hanley pour la viscosite´ et la conductivite´
thermique de manie`re a` retrouver des grandeurs cohe´rentes avec les donne´es du NIST
dans l’oxyge`ne froid.
Les mode`les de Smagorinsky et WALE ont e´te´ teste´s sur notre configuration.
Les diffe´rences a` court terme n’ont pas e´te´ particulie`rement visibles. Une e´tude
de l’influence de ces deux mode`les ne´cessiterait deux simulations converge´es et ne
rentre pas dans les objectifs principaux de cette the`se. Nous avons donc suivi les
recommandations de Schmitt [SSRC10], en optant pour le mode`le WALE avec une
constante CS = 0,4929 et des nombres de Schmidt et Prandtl turbulents fixe´s a` 0,6.
Pour re´duire les couˆts de calculs, nous avons de´cide´ de re´duire le nombre d’espe`ces
conside´re´es, en ne conservant que l’oxyge`ne, l’hydroge`ne, l’eau et le radical OH pour
retrouver une tempe´rature maximale de flamme correcte. Ce choix limite l’utilisation
de sche´mas cine´tiques et aussi l’approche TFLES. Nous avons donc choisi d’utiliser
la me´thode de relaxation vers l’e´quilibre pre´sente´e en VI.2.2.
La transition dense-dilue´ est prise en charge par une me´thode de relaxation
vers l’e´quilibre de´termine´ en fonction de la tempe´rature qui est de´taille´e en VI.2.3.
Cette me´thode a e´te´ valide´e sur des cas RANS ou` l’influence du choix des diffe´rents
parame`tres est reste´e tre`s limite´e. Nous avons donc opte´ pour des crite`res limitant
la raideur du syste`me en fixant β = 3 et Tref = 200 K.
VI.3.2 Simulation de la flamme supercritique
La simulation aux grandes e´chelles a e´te´ re´alise´e sur le calculateur Stelvio de
l’ONERA ainsi que sur les heures alloue´es lors d’un projet GENCI sur la ma-
chine CURIE du TGCC au travers de l’allocation de ressources 2015 t20152b7397.
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Avant d’effectuer une analyse de´taille´e des re´sultats obtenus, on peut s’inte´resser
aux e´chelles caracte´ristiques du calcul.
Temps caracte´ristiques
Il est possible de mettre en e´vidence trois vitesses caracte´ristiques dans l’e´coule-
ment, les vitesses moyennes du jet d’hydroge`ne et du dard dense d’oxyge`ne au ni-
veau du plan d’injection qui sont respectivement de 200 m/s et de 5 m/s et la vitesse
moyenne des gaz bruˆle´s qui est de l’ordre de 20 m/s. Le champ instantane´ de vi-
tesse est repre´sente´ sur la figure VI.17. A partir de la ge´ome´trie et des visualisations
Figure VI.17 – Champ instantane´ de la vitesse axiale dans un plan de coupe.
expe´rimentales, il est possible d’extraire trois distances caracte´ristiques correspon-
dantes. Nous pouvons tout d’abord conside´rer le jet d’hydroge`ne jusqu’au point
d’impact sur la paroi ce qui correspond a` 5 cm. Ensuite, la longueur du dard dense
est de l’ordre de 10 cm. Enfin, la longueur de la chambre conditionnant le temps
de se´jour des gaz bruˆle´s est d’environ 50 cm. En recombinant ces informations on
trouve des temps caracte´ristiques de 0,25 ms pour le jet d’hydroge`ne, de 20 ms pour
le dard d’oxyge`ne et un temps de se´jour dans la chambre des gaz bruˆle´s d’environ
25 ms. Ces donne´es sont re´sume´es dans le tableau VI.5 avec le nombre d’ite´rations
correspondant.
Mode propre acoustique de la chambre
On peut estimer la pe´riode du premier mode acoustique de la chambre a` partir
de la formule
T 0chambre =
2Lchambre
vson
. (VI.51)
En prenant une vitesse du son moyenne dans les gaz chauds de l’ordre de 1900 m/s,
nous trouvons une pe´riode du premier mode acoustique de 6.10−4 s.
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hydroge`ne oxyge`ne gaz bruˆle´s
vitesse 200 m/s 5 m/s 20 m/s
longueur 5 cm 10 cm 50 cm
temps 0,25 ms 20 ms 25 ms
ite´rations 10 000 500 000 1 250 000
Table VI.5 – Grandeurs caracte´ristiques de l’e´coulement
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Figure VI.18 – E´volution de la pression sur l’entre´e d’oxyge`ne ( ) et d’hydroge`ne
( )
 0
 0.5
 1
 1.5
 2
 2.5
 3
 3.5
 4
 0  0.05  0.1  0.15  0.2
Periode (ms)
p
re
ss
io
n
(b
ar
)
)
Figure VI.19 – Transforme´e de Fourier du signal de pression de l’entre´e d’oxyge`ne

SGE du banc MASCOTTE en condition supercritique Section VI.3
Nous avons enregistre´ les pressions moyennes sur les entre´es d’oxyge`ne et d’hy-
droge`ne au cours du calcul. Les historiques ainsi obtenus sont repre´sente´s sur la
figure VI.18, en rouge le signal pour l’oxyge`ne et en bleu le signal pour l’hydroge`ne.
Nous pouvons voir que l’oxyge`ne est soumis a` de tre`s fortes et rapides variations
de pression dont l’amplitude peut eˆtre explique´e par la faible compressibilite´ de
l’oxyge`ne supercritique froid. Ces variations masquent presque l’oscillation a` plus
basse fre´quence qui est visible sur le signal de l’entre´e d’hydroge`ne. Ce signal basse
fre´quence correspond au premier mode acoustique de la chambre a` 0,6 ms qui a une
amplitude de l’ordre de 1 bar.
De manie`re a` mieux analyser le signal pour l’entre´e d’oxyge`ne, nous avons re´alise´
une transforme´e de Fourier du signal dont les re´sultats sont donne´s par la figure
VI.19. La basse fre´quence n’apparaˆıt pas sur cette figure mais on remarque un tre`s
fort pic a` 0,024 ms. Apre`s analyse, nous avons pu associer ce pic a` un mode trois
quart d’onde qui se de´veloppe dans l’injecteur d’oxyge`ne. Ce point soule`ve la ques-
tion de l’influence des conditions limites, il faudrait comparer les re´sultats obtenus
avec une condition limite non re´flective ou repre´sentative de l’acoustique de la ligne
d’injection. Ne´anmoins, nous n’avons pas retrouve´ de fac¸on explicite de couplage
avec les modes propres des autres phe´nome`nes physiques qui ont des pe´riodes plus
grandes.
VI.3.3 Structure du jet dense
La combustion transcritique est caracte´rise´e par la pre´sence d’un jet d’oxyge`ne
dense qui peut eˆtre la source de difficulte´s nume´riques. Nous avons re´solu ces diffi-
culte´s en utilisant une approche multifluide pour la transition dense-dilue´. Nous al-
lons donc e´valuer dans un premier temps l’impact de cette approche sur les re´sultats
de la simulation. Cette e´tape de validation franchie, nous pourrons e´tudier en de´tail
le comportement du jet dense et son impact sur la structure globale de la flamme.
Transition transcritique de l’oxyge`ne
Le choix de la formulation avec une e´quation de relaxation de l’e´quilibre ga-
rantit a priori une convergence rapide sans de´passement vers la solution d’e´quilibre
associe´e a` la constante K?. Nous trac¸ons sur la figure VI.20 pour chaque cellule la
fraction massique relative de l’oxyge`ne le´ger par rapport a` la fraction massique totale
d’oxyge`ne en fonction de la tempe´rature. Nous pouvons ensuite comparer le nuage
de point ainsi obtenu a` la courbe the´orique attendue. Il apparait que l’e´quilibre est
quasiment respecte´ en tout point. La transition de l’oxyge`ne dense vers l’oxyge`ne
le´ger e´tant impose´ par le choix de l’e´quilibre, cela permet de modifier le profil de
la masse volumique moyenne du me´lange d’oxyge`ne. Notre choix de la constante
d’e´quilibre et des thermodynamiques des deux fluides permet d’imposer correcte-
ment la densite´ a` l’injection qui se fait a` une tempe´rature de 80 K et de lisser en
partie les non-line´arite´s associe´es a` l’e´volution de la masse volumique en fonction de
la tempe´rature. Cette modification de la masse volumique du me´lange est compare´e
a` l’e´volution de la masse volumique obtenue avec une e´quation cubique SRK a` la
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Figure VI.20 – Re´partition de la la fraction massique de l’oxyge`ne entre l’oxyge`ne
dense du fluide 1 et l’oxyge`ne le´ger du fluide 2, • Scatter plot de la fraction massique
d’oxyge`ne le´ger dans la simulation et valeur d’e´quilibre the´orique ( ).
meˆme pression de chambre sur la figure VI.21. Pour e´valuer la zone d’influence du
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Figure VI.21 – Comparaison de la masse volumique moyenne du me´lange des deux
fluides dans la simulation en scatter plot, • et de la masse volumique obtenue par
une e´quation cubique SRK pour la meˆme pression ambiante ( ).
mode`le multifluide, il faut s’inte´resser a` la fraction volumique du premier fluide. En
effet, en dehors de la zone de transition ou` la fraction volumique passe de 1 a` 0, le
mode`le multifluide se comporte comme une formulation classique. Dans notre simu-
lation cette zone de la transition s’e´tend sur deux a` trois mailles dans la direction
normale. Cette transition extreˆmement limite´e spatialement est repre´sente´e sur la
figure VI.22.
L’emploi de cette me´thode ne semble donc pas entraˆıner une diffusion supple´men-
taire au niveau de la transition transcritique compare´ a` une formulation classique.
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Figure VI.22 – Champ instantane´ de la fraction volumique α1 dans un plan de
coupe.
Structure du jet dense
Figure VI.23 – Comparaison d’une image instantane´e obtenue par re´troe´clairage
et iso contour de densite´ ρ = 200 kg.m−3
Les images obtenues par re´tro-e´clairage sont compare´es a` une isosurface de la
masse volumique a` ρ = 200 kg.m−3 sur la figure VI.23. Nous avons extrait l’e´volution
de la position moyenne de la transition pour diffe´rentes tranches de calculs (x0 −
δx/2 ≤ x ≤ x0 + δx/2), d’un champ volumique instantane´. Pour cela nous avons
calcule´ la masse d’oxyge`ne dense pre´sente dans chaque tranche δx, que nous avons
convertie en rayon e´quivalent pour un jet cylindrique. Cette e´volution est repre´sente´e
sur la figure VI.24. On retrouve une fermeture du jet dense apre`s 20 DLOX en accord
avec les diffe´rentes donne´es expe´rimentales. L’e´volution de la position moyenne est
tre`s lente avec une fermeture brutale entre 15 et 20 DLOX .

Chapitre VI Simulations aux grandes e´chelles MASCOTTE supercritique
 0
 0.2
 0.4
 0.6
 0.8
 1
 1.2
 0  5  10  15  20  25  30  35  40
distance a` l’injecteur (x/DLOX)
ra
yo
n
d
u
je
t
d
en
se
(r
/D
L
O
X
Figure VI.24 – Rayon moyen du dard dense adimensionne´ par le diame`tre DLOX .
Le signal permet e´galement de deviner la pre´sence des amas denses en fin du
jet qu’on peut voir effectivement sur la figure VI.25. Ce re´sultat correspond aux
observations de Oschwald [OSB+06] sur les processus de fermeture de jet en re´gime
supercritique.
Figure VI.25 – Champ instantane´ de la masse volumique dans un plan de coupe.
Instabilite´s longitudinales
Nous pouvons observer dans la simulation nume´rique des instabilite´s longitudi-
nales a` la surface du jet dense d’oxyge`ne. Ces instabilite´s sont repre´sente´es sur la
figure VI.26 ou` nous pouvons voir que les structures ayant une vitesse radiale posi-
tive ont e´galement une vitesse axiale plus grande que les structures ayant une vitesse
radiale ne´gative. Cette configuration conduit a` la cre´ation de vagues a` la surface du
jet dense.
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Figure VI.26 – E´volution des instabilite´s longitudinales : iso-surface de masse
volumique ρ = 200 kg.m−3 colorie´e par la vitesse axiale et radiale.
Ces instabilite´s longitudinales du jet dense d’oxyge`ne sont classiquement as-
socie´es aux instabilite´s de Kelvin-Helmholtz a` cause des variations de densite´ et de
vitesse entre le jet dense et la flamme. Ruiz a re´alise´ une e´tude DNS bidimension-
nelle de la formation de ces instabilite´s dans un cas non-re´actif et un cas avec la
combustion [Rui12]. Les instabilite´s de Kelvin-Helmholtz sont tre`s atte´nue´es dans le
cas avec combustion par rapport au cas non-re´actif. Dans la zone de flamme la vis-
cosite´ des gaz chauds est nettement supe´rieure a` la viscosite´ des fluides froids ce qui
pourrait en partie expliquer cet amortissement. Les travaux de Yang sur une couche
de me´lange re´active oxyge`ne-hydroge`ne a` une pression supercritique de´montrent
la forte influence de la tempe´rature d’injection de l’oxyge`ne sur le de´veloppement
des structures de Kelvin-Helmholtz [Yan00]. Lorsque l’oxyge`ne est injecte´ a` une
tempe´rature supe´rieure a` sa tempe´rature critique, les instabilite´s se de´veloppent
tandis qu’avec une tempe´rature d’injection sous la tempe´rature critique l’instabi-
lite´ est fortement amortie. Oefelein arrive a` un re´sultat similaire pour l’injection
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transcritique, dans une e´tude DNS tridimensionelle sur un secteur d’injecteur co-
axial [Oef06]. La principale diffe´rence entre les cas transcritique et supercritique
porte sur les gradients de densite´. Ces derniers sont plus importants dans le cas
transcritique lorsque l’oxyge`ne passe d’un e´tat tre`s dense a` un e´tat dilue´. Les e´tudes
de´die´es a` l’influence de la stratification des couches de me´lange sur le de´veloppement
des instabilite´s de Kelvin-Helmholtz montrent que la stratification limite fortement
l’effet d’entraˆınement et donc la croissance de l’e´paisseur de la couche de me´lange
[BR74, KP91, CYB98, CSYB99].
Instabilite´s azimutales
On observe dans nos simulations la pre´sence d’instabilite´s azimutales sur la tran-
sition dense-dilue´ de l’oxyge`ne. L’e´volution de ces structures est pre´sente´e sur la fi-
gure VI.27. Cette e´volution spatiale dans le sens de l’e´coulement peut eˆtre interpre´te´e
classiquement comme une e´volution temporelle. En sortie de l’injecteur, on observe
de nombreuses structures de faible longueur d’onde. Au fur et a` mesure l’ampli-
tude et la longueur d’onde des instabilite´s augmentent. La forme et la croissance de
ces instabilite´s correspondent a` la premie`re phase de croissance des instabilite´s de
Rayleigh-Taylor e´tudie´es pour le re´gime subcritique [VR00].
Les instabilite´s de Rayleigh-Taylor apparaissent dans des couches de me´lange ou`
les deux fluides en vis-a`-vis ont des densite´s diffe´rentes. Sous l’effet d’une acce´le´ration,
en ge´ne´ral la gravite´, des instabilite´s apparaissent a` la transition entre les fluides.
Le taux de croissance de ces instabilite´s est inversement proportionnel a` la racine
longueur d’onde [Cha61]. Dans le cas de jet coaxiaux, l’apparition des instabilite´s
longitudinales cre´e une acce´le´ration radiale suffisante pour alimenter le phe´nome`ne
de Rayleigh-Taylor. Cette instabilite´ a e´te´ e´tudie´e dans le cas subcritique ou` la ten-
sion de surface limite la croissance des instabilite´s de faible longueur d’onde. La
longueur d’onde azimutale la plus instable λ⊥ peut s’exprimer en fonction de la
longueur d’onde des instabilite´s longitudinales λ‖ par la relation λ⊥ = 2, 45W
−1/3
e λ‖
[MV01, MV04]. D’autres e´tudes s’inte´ressent a` l’influence de la viscosite´ sur l’amor-
tissement des instabilite´s de Rayleigh-Taylor [Cha55, Cha61, Sha84, You84, You89,
SA94, YTDR01]. La prise en compte de la viscosite´ conduit a` une expression de l’am-
plitude la plus instable sous la forme λ⊥ = 4piν2/g(ρ1−ρ2)/(ρ1−ρ2). La compe´tition
des deux phe´nome`nes est re´sume´e dans un diagramme (Weber,Reynolds) par Hopfin-
ger [Hop98, Hop01]. En re´gime supercritique, la tension de surface disparaˆıt laissant
seulement l’amortissement lie´ a` la viscosite´.
Les conse´quences de ce phe´nome`ne sur la structure de la flamme semblent cru-
ciales pour l’obtention de l’angle d’ouverture et la longueur de la flamme dans notre
simulation. Tout d’abord, les protube´rances denses modifient le taux de croissance
de l’e´paisseur de la couche de transition. Le processus en jeu est diffe´rent d’une
croissance de la couche de me´lange uniquement par diffusion. Cortesi et al. se sont
inte´resse´s aux diffe´rents processus de croissance des couches de me´lange stratifie´es
[CYB98, CSYB99]. Leurs travaux soulignent une diffe´rence importante entre l’en-
traˆınement et le me´lange. L’entraˆınement mesure la distance de pe´ne´tration d’un
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Figure VI.27 – E´volution des instabilite´s azimutales : champs instantane´s de la frac-
tion volumique α1 dans un plan de coupe en de´grade´ de gris et champ de tempe´rature
en fond.
fluide dans l’autre tandis que le degre´ de me´lange repre´sente l’homoge´ne´ite´ de la
zone de transition. Les instabilite´s transverses de type Rayleigh-Taylor assurent un
fort entraˆınement mais un faible taux de me´lange tandis que la diffusion assure un
bon me´lange mais un faible entraˆınement sur le long terme.
Par ailleurs, la pre´sence des instabilite´s transverses joue un roˆle important dans
le taux de transition de l’oxyge`ne dense vers l’oxyge`ne le´ger puisque la surface
d’e´change entre les deux fluides augmente avec l’apparition des instabilite´s trans-
verses.
Ensuite, le fait de trouver des zones de forte densite´, et donc de grande inertie,
dans l’e´coulement limite l’acce´le´ration de l’oxyge`ne le´ger par l’e´coulement gazeux
plus rapide. Ce processus semble important dans l’e´volution a` long terme de la
distance de la zone de transition par rapport a` l’axe.
Enfin, cette combinaison de l’augmentation du de´gagement d’oxyge`ne le´ger et
du plissement de la zone de transition joue sur la position de la zone de flamme qui
est de´colle´e de la zone d’oxyge`ne dense.
Pour notre cas d’e´tude, l’origine de l’acce´le´ration radiale n’est pas encore claire-
ment identifie´e. Deux pistes sont envisage´es et me´ritent une e´tude comple´mentaire.
La premie`re est classiquement lie´e aux instabilite´s longitudinales, meˆme si leur am-
plitude est limite´e dans le cas transcritique. La seconde piste de re´flexion est le
roˆle du chanfrein, sur l’injecteur d’oxyge`ne, qui cre´e naturellement une acce´le´ration
radiale.
VI.3.4 Structure de la flamme
L’autre axe d’e´tude d’une flamme transcritique est bien entendu la combustion
dans la flamme. Nous allons dans cette partie nous concentrer sur les aspects lie´s a`
la combustion avec une e´tude a posteriori du choix du mode`le de combustion et une
comparaison de la simulation avec les visualisations de chimiluminescence OH.
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Champ de tempe´rature
Le champ crucial pour le dimensionnement d’une chambre de combustion est le
champ volumique de tempe´rature qui permet d’avoir acce`s aux e´changes thermiques
en paroi. Une coupe du champ instantane´ de tempe´rature est repre´sente´e sur la
figure VI.28 et une iso-surface de tempe´rature a` T= 1500 K sur la figure VI.29
colorie´e par la vitesse axiale.
Figure VI.28 – Champ instantane´ de la tempe´rature dans un plan de coupe.
Figure VI.29 – Iso surface de tempe´rature T= 1500 K colorie´e par la vitesse axiale.
Comportement du mode`le de combustion
Nous pouvons e´tudier le comportement du mode`le de combustion qui repose sur
une relaxation vers l’e´quilibre a` partir d’un diagramme repre´sentant la re´partition
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Figure VI.30 – Comparaison de l’e´quilibre the´orique de la me´thode de relaxa-
tion vers l’e´quilibre et scatter plot trace´s en fonction de la fraction d’atomes d’hy-
droge`ne. Tempe´rature the´orique ( ) et calcule´e • ,fraction massique d’oxyge`ne to-
tale the´orique ( ) et calcule´e • , d’hydroge`ne the´orique ( ) et calcule´e • , d’eau
the´orique ( ) et calcule´e • et du radical OH the´orique ( ) et calcule´e • .
des fractions massiques et de la tempe´rature en fonction d’un traceur d’avancement
sur la figure VI.30. Nous avons utilise´, comme traceur d’avancement, la fraction
d’atomes d’hydroge`ne sur le nombre total d’atomes qu’on peut calculer par
Z =
YOH/MOH + 2YH2O/MH2O + 2YH2/MH2
2YO2/MO2 + 2YOH/MOH + 3YH2O/MH2O + 2YH2/MH2
. (VI.52)
Sur la figure VI.30, les lignes pleines repre´sentent l’e´quilibre the´orique tandis que les
points correspondent aux points dans la simulation. L’e´quilibre the´orique correspond
a` un e´quilibre sans diffusion avec de l’oxyge`ne initialement a` 80 K et de l’hydroge`ne
a` 275 K. On observe un e´cart entre l’e´quilibre the´orique et les points calcule´s pour
les zones chaudes. Ces zones chaudes correspondent a` des zones plus e´loigne´es des
injecteurs ou` la diffusion a eu le temps de jouer, ce qui peut expliquer en partie ces
e´carts.
Chimiluminescence
La chimiluminescence du OH est lie´e a` la pre´sence de radical OH excite´ lors des
re´actions chimiques. Notre mode´lisation de la combustion ne nous donne pas direc-
tement la concentration de ce radical excite´. Il est donc ne´cessaire de reconstruire un
traceur pour comparer nos re´sultats nume´riques a` l’expe´rience. Nous avons utilise´ le
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taux de production du radical OH par notre me´canisme chimique comme marqueur
du radical OH excite´.
Figure VI.31 – Comparaison des visualisations de chimiluminescence OH : en haut
la zone de de´gagement de OH en rose en surimposition sur l’expe´rience, au centre
l’image expe´rimentale non modifie´e [CJS+06], en bas reconstruction d’un champ
OH*
La comparaison entre le champ moyen des simulations nume´riques et la trans-
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forme´e d’Abel de l’e´mission de chimiluminescence OH expe´rimentale est re´alise´e
sur la figure VI.31. Sur la partie supe´rieure, on compare la zone re´active en rose au
champ expe´rimental. On retrouve le bon angle d’ouverture, la zone rose se superpose
aux zones de forte intensite´, jaune et rouge, du champ expe´rimental. La comparai-
son plus fine en niveau d’intensite´, effectue´e sur l’image du bas, met en e´vidence
le fait que le champ moyen n’est pas converge´. Ne´anmoins, les premiers re´sultats
sont de´ja` en bon accord avec les positions des diffe´rents niveaux d’intensite´ releve´s
expe´rimentalement.
Les zones bleue et verte du champ expe´rimental n’apparaissent pas sur les re´sul-
tats de simulations nume´riques avec une flamme qui reste plus fine. Un constat simi-
laire a e´te´ fait par Ruiz dans sa the`se. Il est possible que le signal soit partiellement
diffuse´ entre la zone d’e´mission et la came´ra ce qui tendrait a` re´duire la pre´cision
du signal. Mais de manie`re plus probable, la flamme expe´rimentale est simplement
plus instable. Les images instantane´es de chimiluminescence OH montrent en effet
que la flamme est soumise a` d’importantes oscillations longitudinales et transverses
qui ne sont pas entie`rement reproduites dans le calcul.
La figure VI.32 repre´sente le taux de production du radical OH instantane´ inte´gre´
suivant la direction normale au plan de visualisation de manie`re a` reproduire les
images expe´rimentales de chimiluminescence OH avant transforme´e d’Abel. La zone
proche de l’injecteur est moins perturbe´e que sur les re´sultats expe´rimentaux. Ce
point s’explique en partie par la me´thode de simulation aux grandes e´chelles qui ne
repre´sente pas les petites e´chelles et ne posse`de pas dans notre cas de mode´lisation de
cascade inverse. Ceci entraˆıne un retard dans la croissance des couches de me´lange,
en particulier dans les jets.
Figure VI.32 – Rendu instantane´ de la production de OH
Fiala et Sattlemayer [FS13] proposent une solution alternative qui permet de
reconstruire la concentration du radical OH excite´ a` partir de la concentration de
OH et de la tempe´rature. Cela constitue une piste pour affiner l’analyse de nos
re´sultats.
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VI.4 Conclusion et perspectives
L’objectif fixe´ pour cette the`se a e´te´ atteint. Une me´thode d’interface diffuse de
type multifluide a e´te´ imple´mente´ dans CEDRE pour effectuer une simulation aux
grandes e´chelles d’un cas de combustion transcritique. La me´thode s’est montre´e
robuste et a permis une e´tude de´taille´e de la structure de la flamme. En particulier,
la transition transcritique de l’oxyge`ne a pu eˆtre analyse´e en de´tail. La pre´sence
d’instabilite´s azimutales entre l’oxyge`ne dense et l’oxyge`ne le´ger a ainsi e´te´ mise
en avant. Ce phe´nome`ne attribue´ a` des instabilite´s de Rayleigh-Taylor joue un roˆle
essentiel dans l’ouverture de la flamme et sur sa longueur. La prise en compte de
ces instabilite´s permet de retrouver les donne´es expe´rimentales par le calcul, en
particulier les visualisations de chimiluminescence OH.
Une nouvelle proble´matique est apparue dans l’optique d’utiliser des maillages
moins raffine´s pour re´duire les couˆts de calcul. La me´thode multifluide reste robuste
mais les intabilite´s transverses ne sont plus capture´es sur le maillage. Compte tenu
de leur importance, il est ne´cessaire de s’interroger sur une fac¸on judicieuse de les
mode´liser. Les processus a` l’œuvre sont diffe´rents des phe´nome`nes de diffusion ce
qui e´limine la solution d’une simple augmentation de la diffusion sous maille. Au
contraire, cette de´marche si elle permet dans un premier temps d’augmenter l’angle
d’ouverture de flamme nuit sur la structure a` long terme et allonge la flamme.
Demoulin avait abouti a` un constat similaire sur son e´tude des mode`les sous mailles
pour sa simulation RANS [DZM09]. La question reste donc ouverte. Une des pistes
envisageables, avec un mode`le multifluide, est le transport ou l’e´valuation d’une
surface de plissement sous maille qui pourrait entre autre servir a` l’e´valuation du
taux de pseudo-e´vaporation de l’oxyge`ne.

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L’objectif de cette the`se e´tait d’affiner la compre´hension des phe´nome`nes su-
percritiques et en particulier la transition transcritique de l’oxyge`ne en re´alisant
une simulation aux grandes e´chelles d’un point de fonctionnement du banc d’essai
MASCOTTE en fonctionnement transcritique. Ce but a e´te´ atteint en utilisant des
me´thodes d’interface diffuse pour traiter spe´cifiquement la transition dense-dilue´ de
l’oxyge`ne.
La mode´lisation de la combustion a` des pressions supercritiques d’ergols cryoge´-
niques ne´cessite une repre´sentation de la thermodynamique des gaz re´els pre´sente´e
au chapitre I et une repre´sentation des phe´nome`nes de transport mole´culaire et de la
cine´tique chimique a` haute pression de´crite au chapitre II. La thermodynamique des
fluides denses a e´te´ repre´sente´e dans cette the`se en utilisant des lois d’e´tat cubiques
[vdW73, RK49, Soa72, PR76]. Ces e´quations offrent une bonne mode´lisation du
comportement des fluides a` haute pression pour un couˆt raisonnable. La majorite´ des
simulations aux grandes e´chelles de combustion transcritique utilisent actuellement
ces repre´sentations [ZY06, Oef06, SSRC10, Rui12].
Les lois d’e´tat cubiques permettent de mettre en e´vidence des instabilite´s de
nature chimique dans les me´langes de fluides [VKS80, PLdA98] qui ont e´te´ ob-
serve´es expe´rimentalement [Eub57, JF85]. L’e´tude des flux de diffusion dans leur
formulation non ide´ale a montre´ que la diffusion mole´culaire diminue au voisinage
de l’instabilite´ thermodynamique, s’annule au niveau de l’instabilite´ et conduit a`
une de´composition spinodale du me´lange dans la zone thermodynamiquement in-
stable, entrainant l’apparition d’une interface ou` les grandeurs thermodynamiques
sont discontinues. Les approches classiques monofluides ne sont pas capables de
ge´rer ce genre de proble`me. Nous avons donc e´tudie´ les me´thodes de traitement des
interfaces liquide/vapeur subcritiques pour les e´tendre aux cas multi-espe`ces et su-
percritiques. Plus pre´cise´ment deux mode`les d’interface diffuse ont e´te´ retenus, une
me´thode dite de second gradient et une approche multifluide.
La me´thode de type second gradient, introduite par van der Waals [vdW95]
modifie la forme de l’e´nergie libre en ajoutant un terme lie´ aux gradients de masse
volumique. Cette me´thode de´taille´e au chapitre III, permet une description continue
et pre´cise des interfaces. Dans le cadre de la cryo-combustion, elle permet d’avoir un
mode`le unifie´ fonctionnant aux pressions subcritique et supercritique. Cette me´thode
a e´te´ utilise´e pour de´crire des transitions transcritiques de l’oxyge`ne, des interfaces
entre de l’eau et de l’oxyge`ne et des flammes de diffusion e´tire´es dans le chapitre IV.
Le potentiel des forts coefficients de capillarite´ a` e´paissir la transition dense-dilue´ de
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l’oxyge`ne a e´te´ e´tudie´ a` pression supercritique. Cette approche du second gradient
ne permet pas d’augmenter l’e´paisseur de transition de l’oxyge`ne de manie`re suffi-
sante pour eˆtre utilise´e dans des simulations aux grandes e´chelles. Elle offre cepen-
dant de belles perspectives pour des calculs de simulation nume´rique directe ou` l’on
s’inte´resse aux plus petites e´chelles et ne ne´cessite pas d’e´paississement nume´rique
supple´mentaire.
Les me´thodes de type multifluide sont moins pre´cises dans leur description de
l’interface mais sont e´galement moins de´pendantes du niveau de raffinement du
maillage. L’e´paisseur de la transition s’adapte en effet au maillage, a` l’inverse des
me´thodes de type second gradient ou` le maillage doit s’adapter a` la transition. La
me´thode multifluide a e´te´ compare´e a` la me´thode de second gradient sur des cas de
flammes de diffusion dans le chapitre V. Cette comparaison a permis de valider le
mode`le, en vue d’une application aux simulations aux grandes e´chelles.
Enfin, une simulation aux grandes e´chelles du point de fonctionnement trans-
critique A60 de la chambre MASCOTTE a e´te´ re´alise´e. Ce travail fait l’objet du
chapitre VI. La me´thode d’interface diffuse de type multifluide est robuste et per-
met de limiter efficacement les instabilite´s nume´riques lie´es aux non-line´arite´s de la
thermodynamique de l’oxyge`ne au voisinage de sa tempe´rature critique. En re´gime
transcritique, la combustion est caracte´rise´e par la pre´sence d’un jet dense d’oxyge`ne
[HOG+06] sur lequel notre e´tude s’est focalise´e. Le maillage a e´te´ suffisamment raf-
fine´ pour limiter la diffusion nume´rique et ainsi observer des instabilite´s axiales de
type Kelvin-Helmholtz et des instabilite´s azimutales se de´velopper a` la surface du
jet dense. Ces dernie`res semblent cruciales dans le processus de de´sinte´gration du jet
et a` ce titre me´riteraient une e´tude plus pousse´e sur des cas simplifie´s pour identifier
clairement les diffe´rents phe´nome`nes en jeu, le roˆle du chanfrein et de la pre´sence
de la flamme.
Dans le cadre de la conception industrielle, la simulation aux grandes e´chelles est
couˆteuse et longue a` mettre en place sur des configurations complexes. Il est cepen-
dant possible d’envisager des me´thodes de simulation aux tre`s grandes e´chelles ou`
non seulement on introduirait des mode´lisations de la turbulence sous maille mais
e´galement une mode´lisation de phe´nome`nes physiques comme la transition transcri-
tique. La me´thode multifluide peut probablement re´pondre a` cette proble´matique.
En effet le degre´ de liberte´ supple´mentaire introduit par la pre´sence de deux fluides,
pas ne´cessairement a` l’e´quilibre, pourrait permette de prendre en compte les phe´no-
me`nes de la couche de me´lange transcritique de l’oxyge`ne dans un mode`le sous
maille.



Bibliographie
[Abg96] R. Abgrall. How to prevent pressure oscillations in multicomponent
flow calculations : a quasi conservative approach. Journal of Com-
putational Physics, 125(1) :150–160, 1996.
[ACK02] G. Allaire, S. Clerc, and S. Kokh. A five-equation model for the si-
mulation of interfaces between compressible fluids. Journal of Com-
putational Physics, 181(2) :577–616, 2002.
[AFK07] G. Allaire, G. Faccanoni, and S. Kokh. A strictly hyperbolic equi-
librium phase transition model. Comptes Rendus Mathematique,
344(2) :135–140, 2007.
[AGW98] D.M. Anderson, McFadden G.B., and A.A. Wheeler. Diffuse-
interface methods in fluid mechanics. Annual Review of Fluid Me-
chanics, 30 :139, 1998.
[BGDG08] G. Billet, V. Giovangigli, and G. De Gassowski. Impact of volume vis-
cosity on a shock–hydrogen-bubble interaction. Combustion Theory
and Modelling, 12(2) :221–248, 2008.
[BH05] T. Barberon and P. Helluy. Finite volume simulation of cavitating
flows. Computers and Fluids, 34(7) :832–858, 2005.
[BKZ92] JU. Brackbill, Douglas B. Kothe, and C. Zemach. A continuum me-
thod for modeling surface tension. Journal of Computational Physics,
100(2) :335–354, 1992.
[BN86] MR. Baer and JW. Nunziato. A two-phase mixture theory for the
deflagration-to-detonation transition (ddt) in reactive granular ma-
terials. International Journal of Multiphase Flow, 12(6) :861–889,
1986.
[Bol64] L. Boltzmann. Lectures on gas theory. Univ of California Press
Berkeley and Los Angeles, 1964.
[BR74] G.L. Brown and A. Roshko. On density effects and large structure
in turbulent mixing layers. Journal of Fluid Mechanics, 64(04) :775–
816, 1974.
[BWR42] M. Benedict, G. B Webb, and L.C. Rubin. An empirical equation for
thermodynamic properties of light hydrocarbons and their mixtures
ii. mixtures of methane, ethane, propane, and n-butane. The Journal
of Chemical Physics, 10(12) :747–758, 1942.

Bibliographie
[CALS88] T.H. Chung, M. Ajlan, L. L Lee, and K. E Starling. Generalized mul-
tiparameter correlation for nonpolar and polar fluid transport pro-
perties. Industrial and Engineering Chemistry Research, 27(4) :671–
679, 1988.
[Car24] S. Carnot. Re´flexions sur la puissance motrice du feu et sur les
machines propres a` de´velopper atte puissance. Bachelier Libraire,
1824.
[Cas64] A. Casaccio. Similar solutions for the laminar mixing of reactive
gases. AIAA Journal, 2(8) :1403–1409, 1964.
[CC70] S. Chapman and T.G. Cowling. The mathematical theory of non-
uniform gases : an account of the kinetic theory of viscosity, thermal
conduction and diffusion in gases. Cambridge University Press, 1970.
[CED11] Cfd platforms and coupling. Aerospace Lab, 2, 2011.
[CF06] Gary C Cheng and Richard Farmer. Real fluid modeling of multi-
phase flows in liquid rocket engine combustors. Journal of propulsion
and power, 22(6) :1373–1381, 2006.
[CH58] J.W. Cahn and J.E. Hilliard. Free energy of a nonuniform system. i.
interfacial free energy. The Journal of chemical physics, 28(2) :258–
267, 1958.
[Cha55] S. Chandrasekhar. The character of the equilibrium of an incompres-
sible heavy viscous fluid of variable density. In Mathematical Pro-
ceedings of the Cambridge Philosophical Society, volume 51, pages
162–178. Cambridge Univ Press, 1955.
[Cha61] S. Chandrasekhar. Hydrodynamic and hydromagnetic stability. Ox-
ford university press, 1961.
[CHS+98] S. Candel, G. Herding, R. Synder, P. Scouflaire, J.-C. Rolon, L. Vin-
gert, M. Habiballah, F. Grisch, M. Pe´, alat, et al. Experimental
investigation of shear coaxial cryogenic jet flames. Journal of Pro-
pulsion and Power, 14(5) :826–834, 1998.
[CJS+06] S. Candel, M. Juniper, G. Singla, P. Scouflaire, and C. Rolon. Struc-
ture and dynamics of cryogenic flames at supercritical pressure. Com-
bustion Science and Technology, 178(1-3) :161–192, 2006.
[Cla67] Rudolf Clausius. The mechanical theory of heat : with its applications
to the steam-engine and to the physical properties of bodies. J. van
Voorst, 1867.
[Cle´07] G. Cle´on. Diffusion Raman spontane´e pour l’e´tude de flammes cryo-
techniques haute pression. PhD thesis, the`se universite´ de Rouen, 14
de´cembre, 2007.
[CMGAOA05] W. A Can˜as-Mar´ın, U. E Guerrero-Aconcha, and J.D. Ortiz-Arango.
Comparison of different cubic equations of state and combination
rules for predicting residual chemical potential of binary and ternary

Bibliographie
lennard–jones mixtures : Solid-supercritical fluid phase equilibria.
Fluid Phase Equilibria, 234(1) :42–50, 2005.
[CR55] C.B Cohen and E. Reshotko. Similar solutions for the compressible
laminar boundary layer with heat transfer and pressure gradient.
Technical report, DTIC Document, 1955.
[CSB+01] A. Cessou, D. Stepowski, R. Bazile, P. Colin, S. Guerre, F. Lebourg,
and O. Werquin. Fluorescence de la vapeur d’oxyge`ne et diffusion
raman du lox par plan laser sur le banc mascotte. Proceedings Com-
bustion dans les moteurs fuse´es, pages 394–406, 2001.
[CSS+07] S. Candel, G. Singla, P. Scouflaire, J.-C. Rolon, and L. Vingert.
Oh planar laser-induced fluorescence and emission imaging in high
pressure lox/methane flames. Journal of propulsion and power,
23(3) :593–602, 2007.
[CSYB99] A.B. Cortesi, B.L. Smith, G. Yadigaroglu, and S. Banerjee. Numeri-
cal investigation of the entrainment and mixing processes in neutral
and stably-stratified mixing layers. Physics of Fluids (1994-present),
11(1) :162–185, 1999.
[CTC02] B. Chehroudi, D. Talley, and E. Coy. Visual characteristics and initial
growth rates of round cryogenic jets at subcritical and supercritical
pressures. Physics of Fluids (1994-present), 14(2) :850–861, 2002.
[CYB98] A.B. Cortesi, G. Yadigaroglu, and S. Banerjee. Numerical in-
vestigation of the formation of three-dimensional structures in
stably-stratified mixing layers. Physics of Fluids (1994-present),
10(6) :1449–1473, 1998.
[Dar92] N. Darabiha. Transient behaviour of laminar counterflow hydrogen-
air diffusion flames with complex chemistry. Combustion science and
technology, 86(1-6) :163–181, 1992.
[DC92] N. Darabiha and S. Candel. The influence of the temperature on ex-
tinction and ignition limits of strained hydrogen-air diffusion flames.
Combustion science and technology, 86(1-6) :67–85, 1992.
[DCGS88] N. Darabiha, S. Candel, V. Giovangigli, and M.D. Smooke. Extinc-
tion of strained premixed propane-air flames with complex chemistry.
Combustion Science and Technology, 60(4-6) :267–285, 1988.
[DCM86] N. Darabiha, S. Candel, and F.E. Marble. The effect of strain rate on
a premixed laminar flame. Combustion and Flame, 64(2) :203–217,
1986.
[DGM84] S.R. De Groot and P. Mazur. Non-equilibrium thermodynamics. Do-
ver Publication, 1984.
[DHN95] J. Daou, P. Haldenwang, and C. Nicoli. Supercritical burning of
liquid oxygen (lox) droplet with detailed chemistry. Combustion and
Flame, 101(1) :153–169, 1995.

Bibliographie
[DLM+13] F. Doisneau, F. Laurent, A. Murrone, J. Dupays, and M. Massot.
Eulerian multi-fluid models for the simulation of dynamics and coa-
lescence of particles in solid propellant combustion. Journal of Com-
putational Physics, 234 :230–262, 2013.
[DMP08] O. Desjardins, V. Moureau, and H. Pitsch. An accurate conservative
level set/ghost fluid method for simulating turbulent atomization.
Journal of Computational Physics, 227(18) :8395–8416, 2008.
[DO13] R.N. Dahms and J.C. Oefelein. On the transition between two-phase
and single-phase interface dynamics in multicomponent fluids at su-
percritical pressures. Physics of Fluids, 25 :1–24, 2013.
[DRGL89] B. Diu, B. Roulet, C. Guthmann, and D. Lederer. Ele´ments de
physique statistique. Hermann, 1989.
[DS93] J-P. Delplanque and WA. Sirignano. Numerical study of the transient
vaporization of an oxygen droplet at sub-and super-critical condi-
tions. International Journal of Heat and Mass Transfer, 36(2) :303–
314, 1993.
[DZM09] F.-X. Demoulin, S. Zurbach, and A. Mura. High-pressure supercriti-
cal turbulent cryogenic injection and combustion : a single-phase flow
modeling proposal. Journal of propulsion and power, 25(2) :452–464,
2009.
[DZS+01] A. Depoutre, S. Zurbach, D. Saucereau, J.P. Dumont, E. Bodele, and
I. Gokalp. Rocket combustion modelling test case rcm-3. numerical
calculation of mascotte 60 bar case with thesee. In 2nd International
Workshop Rocket Combustion Modeling, 2001.
[EG] A. Ern and V. Giovangigli. Eglib server and user’s manual.
[EG94] A. Ern and V. Giovangigli. Multicomponent transport algorithms,
volume 24. Springer Science and Business Media, 1994.
[EG95] A. Ern and V. Giovangigli. Fast and accurate multicomponent
transport property evaluation. Journal of Computational Physics,
120(1) :105–116, 1995.
[EG96] A. Ern and V. Giovangigli. Optimized transport algorithms for flame
codes. Combustion Science and Technology, 118(4-6) :387–395, 1996.
[EGGW00] M. El-Gamal, E. Gutheil, and J. Warnatz. The structure of laminar
premixed h2-air flames at elevated pressures. Zeitschrift fu¨r Physika-
lische Chemie International journal of research in physical chemistry
and chemical physics, 214(4/2000) :419, 2000.
[EH81] J.F. Ely and HJM. Hanley. Prediction of transport properties. 1. vis-
cosity of fluids and mixtures. Industrial and Engineering Chemistry
Fundamentals, 20(4) :323–332, 1981.
[Eub57] L.S. Eubanks. Vapor-liquid equilibria in the system hydrogen-
nitrogen-carbon monoxide. The Rice Institute, Houston, Texas, 1957.

Bibliographie
[EZ06] H. Ellerbrock and S. Ziegenhagen. Liquid rocket engine test facility
engineering challenges. Acta Astronautica, 59(12) :1123–1134, 2006.
[Fac] G. Faccanoni. Mode´lisation fine d’e´coulements diphasiques : contri-
butiona l’e´tude de la crise d’e´bullition. PhD thesis, E´cole Polytech-
nique.
[FS13] T. Fiala and T. Sattelmayer. A posteriori computation of oh* radia-
tion from numerical simulations in rocket combustion chambers. In
5th European Conference for Aeronautics and Space Sciences (EU-
CASS), Munich, July, pages 1–5, 2013.
[GBC01] F. Grisch, P. Bouchardy, and W. Clauss. Mesures de tempe´rature et
de concentration de h2o dans une combustion cryoge´nique gh2/lox
par diffusion raman anti-stokes cohe´rente. Proceedings Combustion
dans les moteurs fuse´es, pages 381–392, 2001.
[GBC03] F. Grisch, P. Bouchardy, and W. Clauss. Cars thermometry in
high pressure rocket combustors. Aerospace science and technology,
7(4) :317–330, 2003.
[GBH+07] F. Grisch, E. Bertseva, M. Habiballah, E. Jourdanneau, F. Chaus-
sard, R. Saint-Loup, T. Gabard, and H. Berger. Cars spectroscopy
of ch 4 for implication of temperature measurements in supercritical
lox/ch 4 combustion. Aerospace science and technology, 11(1) :48–54,
2007.
[GBV01a] P. Gicquel, M. Barat, and L. Vingert. Analyse experimentale d’une
combustion lox/gh2 en re´gime supercritique par chimiluminecence de
oh et ombroscopie. Technical report, RT 01/06254 DEFA/DMTE,
2001.
[GBV01b] P. Gicquel, M. Barat, and L. Vingert. Campagne de visualisation
lox sur le boitier mascotte a` 6 mpa. Technical report, RT 01/06254
DEFA/DMTE, 2001.
[Gib78] J.W. Gibbs. On the equilibrium of heterogeneous substances. Tran-
sactions of the Connecticut Academy of Arts and Sciences, (96) :441–
458, 1878.
[GLN+99] D. Gueyffier, J. Li, A. Nadim, R. Scardovelli, and S. Zaleski. Volume-
of-fluid interface tracking with smoothed surface stress methods
for three-dimensional flows. Journal of Computational Physics,
152(2) :423–456, 1999.
[GM12a] V. Giovangigli and L. Matuszewski. Numerical simulation of transcri-
tical strained laminar flames. Combustion and Flame, 159(9) :2829–
2840, 2012.
[GM12b] V. Giovangigli and L. Matuszewski. Supercritical fluid thermody-
namics from equations of state. Physica D : Nonlinear Phenomena,
241(6) :649–670, 2012.

Bibliographie
[GMD11] V. Giovangigli, L. Matuszewski, and F. Dupoirieux. Detailed mo-
deling of planar transcritical h2–o2–n2 flames. Combustion Theory
and Modelling, 15(2) :141–182, 2011.
[GO09] F. Grisch and M. Orain. Role of planar laser-induced fluorescence in
combustion research. Aerospace Lab (1), 2009.
[GS87] V. Giovangigli and M.D. Smooke. Extinction of strained premixed
laminar flames with complex chemistry. Combustion Science and
Technology, 53(1) :23–49, 1987.
[GS89] V. Giovangigli and M.D. Smooke. Adaptive continuation algorithms
with application to combustion problems. Applied Numerical Ma-
thematics, 5(4) :305–331, 1989.
[GS93] V. Giovangigli and M.D. Smooke. Application of continuation me-
thods to plane premixed laminar flames. Combustion Science and
Technology, 87(1-6) :241–256, 1993.
[GVLB01] P. Gicquel, L. Vingert, L. Lecourt, and M. Barat. Etudes
expe´rimentales des sprays cryoge´niques en combustion dans des
conditions sub-et supercritiques. Proceedings Combustion dans les
moteurs fuse´es, pages 359–369, 2001.
[HB00] K. Harstad and J. Bellan. An all-pressure fluid drop model applied
to a binary mixture : heptane in nitrogen. International Journal of
Multiphase Flow, 26(10) :1675–1706, 2000.
[HB04] K. Harstad and J. Bellan. High-pressure binary mass diffusion co-
efficients for combustion applications. Industrial and Engineering
Chemistry Research, 43(2) :645–654, 2004.
[HMASV+98] W. O H. Mayer, A.H A. Schik, B. Vielle, C. Chauveau, I. G-ograve,
kalp, D. G Talley, and R.D Woodward. Atomization and breakup of
cryogenic propellants under high-pressure subcritical and supercri-
tical conditions. Journal of Propulsion and Power, 14(5) :835–842,
1998.
[HN81] C.W. Hirt and B.D. Nichols. Volume of fluid (vof) method for
the dynamics of free boundaries. Journal of Computational physics,
39(1) :201–225, 1981.
[HND96] P. Haldenwang, C. Nicoli, and J. Daou. High pressure vaporization
of lox droplet crossing the critical conditions. International Journal
of Heat and Mass Transfer, 39(16) :3453–3464, 1996.
[HOG+06] M. Habiballah, M. Orain, F. Grisch, L. Vingert, and P. Gicquel.
Experimental studies of high-pressure cryogenic flames on the mas-
cotte facility. Combustion Science and Technology, 178(1-3) :101–
128, 2006.
[Hop98] E.J. Hopfinger. Liquid jet instability and atomization in a coaxial
gas stream. In Advances in Turbulence VII, pages 69–78. Springer,
1998.

Bibliographie
[Hop01] E.J. Hopfinger. Atomisation d’un jet liquid par un jet de gaz coaxial :
un bilan des conaissances acquises. Proceedings Combustion dans les
moteurs fuse´es, pages 34–47, 2001.
[HSDC15] L. Hakim, T. Schmitt, S. Ducruix, and S. Candel. Dynamics of a
transcritical coaxial flame under a high-frequency transverse acoustic
forcing : Influence of the modulation frequency on the flame response.
Combustion and Flame, 162(10) :3482–3502, 2015.
[HSY91] KC. Hsieh, J-S. Shuen, and V. Yang. Droplet vaporization in
high-pressure environments i : near critical conditions. Combustion
Science and Technology, 76(1-3) :111–132, 1991.
[HU73] N. Hayakawa and T.E. Unny. The laminar boundary layer between
parallel streams of nonhomogeneous immiscible fluids. Journal of
Applied Mechanics, 40(2) :343–346, 1973.
[HVTV96] M. Habiballah, L. Vingert, J.C. Traineau, and P. Vuillermoz. Mas-
cotte : A test bench for cryogenic combustion research. In 47th
International Astronautical Congress, Beijing, 1996.
[ILKW95] H.G. Im, C.K. Law, J.S. Kim, and F.A. Williams. Response of coun-
terflow diffusion flames to oscillating strain rates. Combustion and
Flame, 100(1) :21–30, 1995.
[Ill49] C.R. Illingworth. Steady flow in the laminar boundary layer of a
gas. In Proceedings of the Royal Society of London A : Mathematical,
Physical and Engineering Sciences, volume 199, pages 533–558. The
Royal Society, 1949.
[Jam05] D. Jamet. Diffuse interface models in fluid mechanics.
http ://pmc.polytechnique.fr/mp/GDR/docu/Jamet.pdf, 2005.
[JF85] M. L Japas and E.U. Franck. High pressure phase equilibria and
pvt-data of the water-oxygen system including water-air to 673 k and
250 mpa. Berichte der Bunsengesellschaft fu¨r physikalische Chemie,
89(12) :1268–1275, 1985.
[JLCD01] D. Jamet, O. Lebaigue, N. Coutris, and J. M. Delhaye. The se-
cond gradient method for the direct numerical simulation of liquid-
vapor flows with phase change. Journal of Computational Physics,
169 :624–651, 2001.
[JTS+00] M. Juniper, A. Tripathi, P. Scouflaire, J.-C. Rolon, and S. Candel.
Structure of cryogenic flames at elevated pressures. Proceedings of
the Combustion Institute, 28(1) :1103–1109, 2000.
[Jun01] M. Juniper. Structure and stabilization of cryogenic spray flames,
2001.
[Kei87] J. Keizer. Statistical thermodynamics of nonequilibrium processes.
Springer-Verlag,New-York, 1987.

Bibliographie
[KG94] C. A. Kennedy and T. B. Gatski. Self-similar supersonic variable-
density shear layers in binary systems. Physics of Fluids (1994-
present), 6(2) :662–673, 1994.
[KH98] W. W Koschel and O.J. Haidn. P8 :the new french/german test
facility for h2o2 high pressure rocket engine combustion research.
International journal of hydrogen energy, 23(8) :683–694, 1998.
[KMB+01] AK. Kapila, R. Menikoff, JB. Bdzil, SF. Son, and D. S. Stewart. Two-
phase modeling of deflagration-to-detonation transition in granular
materials : Reduced equations. Physics of Fluids (1994-present),
13(10) :3002–3024, 2001.
[KMT84] V.I. Kurochkin, S.F. Makarenko, and G.A. Tirskii. Transport co-
efficients and the onsager relations in the kinetic theory of dense
gas mixtures. Journal of Applied Mechanics and Technical Physics,
25(2) :218–225, 1984.
[Kor01] D.J. Korteweg. Sur la forme que prennent les e´quations du mou-
vement des fluides si l’on tient compte des forces capillaires cause´es
par des variations de densite´ conside´rables mais continues et sur la
the´orie de la capillarite´ dans l ?hypothese d’une variation continue de
la densite´. Archives Ne´erlandaises des Sciences exactes et naturelles,
6(1) :6, 1901.
[KP91] G.P. Klaassen and W.R. Peltier. The influence of stratification on
secondary instability in free shear layers. Journal of Fluid Mechanics,
227 :71–106, 1991.
[KR95] D.B. Kothe and W.J. Rider. Comments on modeling interfacial flows
with volume-of-fluid methods. 1995.
[LDF07] A. Leahy-Dios and A. Firoozabadi. Unified model for nonideal
multicomponent molecular diffusion coefficients. AIChE journal,
53(11) :2932–2939, 2007.
[LDM07] H. Lin, YY. Duan, and Q. Min. Gradient thory modeling of surface
tension for pure fluid and binary mixtures. Fluid Phase Equilibria,
254 :75–90, 2007.
[LDV01] B. Legrand, P. Durand, and P. Vuillermoz. Test case rcm-3 using
cps. In 2nd International Workshop Rocket Combustion Modeling,
2001.
[Lee53] L. Lees. On the boundary-layer equations in hypersonic flow and
their approximate solutions. Journal of the Aeronautical Sciences
(Institute of the Aeronautical Sciences), 20(2), 1953.
[Lev52] S. Levy. Heat transfer to constant-property laminar boundary-layer
flows with power-function free-stream velocity and wall-temperature
variation. Journal of the Aeronautical Sciences (Institute of the Ae-
ronautical Sciences), 19(5) :341–348, 1952.

Bibliographie
[LLn83] P.A. Libby and F.A. Lin˜´ n, A.and Williams. Strained premixed
laminar flames with nonunity lewis numbers. Combustion Science
and Technology, 34(1-6) :257–293, 1983.
[LM05] P. J. Linstrom and W. G. Mallard, editors. NIST Chemistry Web-
Book, NIST Standard Reference Database Number 69. National Ins-
titute of Standards and Technology, Gaithersburg MD, 20899, June
2005.
[LMMS04] O. Le Me´tayer, J. Massoni, and R. Saurel. Elaboration des lois
d’e´tat d’un liquide et de sa vapeur pour les mode`les d’e´coulements
diphasiques. International Journal of Thermal Sciences, 43(3) :265–
276, 2004.
[LMRO15] G. Lacaze, A. Misdariis, A. Ruiz, and J.C. Oefelein. Analysis of
high-pressure diesel fuel injection processes using les with real-fluid
thermodynamics and transport. Proceedings of the Combustion Ins-
titute, 35(2) :1603–1611, 2015.
[LMSN14] S. Le Martelot, R. Saurel, and B. Nkonga. Towards the direct nu-
merical simulation of nucleate boiling flows. International Journal
of Multiphase Flow, 66 :62–78, 2014.
[LMYH07] P. Lafon, H.a Meng, V. Yang, and M. Habiballah. Vaporization of
liquid oxygen (lox) droplets in hydrogen and water environments
under sub-and super-critical conditions. Combustion Science and
Technology, 180(1) :1–26, 2007.
[LN55] T-Y. Li and H.T. Nagamatsu. Similar solutions of compressible
boundary layer equations. J. Aeronaut. Sci, 22 :607–616, 1955.
[LNS+94] B. Lafaurie, C. Nardone, R. Scardovelli, S. Zaleski, and G. Zanetti.
Modelling merging and fragmentation in multiphase flows with sur-
fer. Journal of Computational Physics, 113(1) :134–147, 1994.
[LO12] G. Lacaze and J.C. Oefelein. A non-premixed combustion model
based on flame structure analysis at supercritical pressures. Com-
bustion and Flame, 159(6) :2087–2103, 2012.
[LS03] J.G. Lee and D.A. Santavicca. Experimental diagnostics for the
study of combustion instabilities in lean premixed combustors. Jour-
nal of propulsion and power, 19(5) :735–750, 2003.
[LTMG15] C. Le Touze, A. Murrone, and H. Guillard. Multislope muscl method
for general unstructured meshes. Journal of Computational Physics,
284 :389–418, 2015.
[LW82] P.A. Libby and F.A. Williams. Structure of laminar flamelets in
premixed turbulent flames. Combustion and Flame, 44(1) :287–303,
1982.
[LW83] P.A. Libby and F.A. Williams. Strained premixed laminar flames
under nonadiabatic conditions. Combustion Science and Technology,
31(1-2) :1–42, 1983.

Bibliographie
[LW84] P.A. Libby and F.A. Williams. Strained premixed laminar flames
with two reaction zones. Combustion Science and Technology, 37(5-
6) :221–252, 1984.
[Mar10] M.R. Marcelin. Sur la me´canique des phe´nomenes irre´versibles.
Comptes Rendus de l’Acade´mie des Sciences de Paris, 5 :1052–1055,
1910.
[Mat11] L. Matuszewski. Mode´lisation et simulation nume´rique des
phe´nome`nes de combustion en re´gime supercritique. PhD thesis, Uni-
versite´ Pierre et Marie Curie, 2011.
[MDSC09] Y. Me´ry, S. Ducruix, P. Scouflaire, and S. Candel. Injection cou-
pling with high amplitude transverse modes : Experimentation and
simulation. Comptes Rendus Me´canique, 337(6) :426–437, 2009.
[Mei41] J. Meixner. Zur thermodynamik der thermodiffusion. Annalen der
Physik, 431(5) :333–356, 1941.
[Mei43] J. Meixner. Zur thermodynamik der irreversiblen prozesse in gasen
mit chemisch reagierenden, dissoziierenden und anregbaren kompo-
nenten. Annalen der Physik, 435(4) :244–270, 1943.
[MHS+13] Y. Me´ry, L. Hakim, P. Scouflaire, L. Vingert, S. Ducruix, and S. Can-
del. Experimental investigation of cryogenic flame dynamics un-
der transverse acoustic modulations. Comptes Rendus Me´canique,
341(1) :100–109, 2013.
[MSMO06] S. Matsuyama, J. Shinjo, Y. Mizobuchi, and S. Ogawa. A numeri-
cal investigation on shear coaxial lox-gh 2 jet flame at supercritical
pressure. AIAA Paper, 761 :2006, 2006.
[MSOM10] S. Matsuyama, J. Shinjo, S. Ogawa, and Y. Mizobuchi. Large eddy
simulation of high-frequency combustion instability of supercritical
lox/gh 2 flame. In 46th AIAA/ASME/SAE/ASEE Joint Propulsion
Conference & Exhibit, page 6567, 2010.
[MSSS96] W. Mayer, A. Schik, C. Schweitzer, and M. Schaﬄer. Injection and
mixing processes in high pressure lox/gh2 rocket combustors. AIAA
paper, (96-2620) :13–15, 1996.
[Mur03] A. Murrone. Mode`les bi-fluides a` six et sept e´quations pour les
e´coulements diphasiques a` faible nombre de Mach. PhD thesis, Uni-
versite´ de Provence-Aix-Marseille I, 2003.
[MV01] P. Marmottant and E. Villermaux. Me´canismes d’atomisation pri-
maire dans les jet coaxiaux. Proceedings Combustion dans les mo-
teurs fuse´es, pages 51–66, 2001.
[MV04] P. Marmottant and E. Villermaux. On spray formation. Journal of
fluid mechanics, 498 :73–111, 2004.
[ND99] F. Nicoud and F. Ducros. Subgrid-scale stress modelling based on
the square of the velocity gradient tensor. Flow, turbulence and
Combustion, 62(3) :183–200, 1999.

Bibliographie
[NHD96] C. Nicoli, P. Haldenwang, and J. Daou. Substitute mixtures for
lox droplet vaporization study. Combustion Science and Technology,
112(1) :55–74, 1996.
[OB02] N.A. Okong’o and J. Bellan. Direct numerical simulation of a transi-
tional supercritical binary mixing layer : heptane and nitrogen. Jour-
nal of Fluid Mechanics, 464 :1–34, 2002.
[OCCS+04] M. O` Conaire, H.J. Curran, J.M. Simmie, W.J. Pitz, and C.K. West-
brook. A comprehensive modeling study of hydrogen oxidation. In-
ternational Journal of Chemical Kinetics, 36(11) :603–622, 2004.
[Oef06] J.C. Oefelein. Mixing and combustion of cryogenic oxygen-hydrogen
shear-coaxial jet flames at supercritical pressure. Combustion Science
and Technology, 178(1-3) :229–252, 2006.
[OSB+06] M. Oschwald, J.J. Smith, R. Branam, J. Hussong, A. Schik, B. Cheh-
roudi, and D. Talley. Injection of fluids into supercritical environ-
ments. Combustion Science and Technology, 178(1-3) :49–100, 2006.
[PDC08] L. Pons, N. Darabiha, and S. Candel. Pressure effects on nonpre-
mixed strained flames. Combustion and Flame, 152(1) :218–229,
2008.
[PDC+09a] L. Pons, N. Darabiha, S. Candel, G. Ribert, and V. Yang. Mass
transfer and combustion in transcritical non-premixed counterflows.
Combustion Theory and Modelling, 13(1) :57–81, 2009.
[PDC+09b] L. Pons, N. Darabiha, S. Candel, T. Schmitt, and B. Cuenot. The
structure of multidimensional strained flames under transcritical
conditions. Comptes Rendus Mecanique, 337(6) :517–527, 2009.
[PLdA98] J.M. Prausnitz, R.N. Lichtenthaler, and E.G. de Azevedo. Molecular
thermodynamics of fluid-phase equilibria. Pearson Education, 1998.
[Pow88] E.A. Powell. Simulation of water vapor condensation on lox dro-
plet surface using liquid nitrogen. NASA/ASEE Summer Faculty
Fellowship Program,, NGT 01-002-099, N89-21726 14-99, 1988.
[PP09] M. M Poschner and M. Pfitzner. Cfd-simulation of the injection and
combustion of lox and h2 at supercritical pressures. In Proceedings
of the European Combustion Meeting, volume 2010, 2009.
[PR76] D.-Y. Peng and D.B. Robinson. A new two-constant equation
of state. Industrial and Engineering Chemistry Fundamentals,
15(1) :59–64, 1976.
[Pri47] I. Prigogine. E´tude thermodynamique des phe´nome`nes irre´versibles.
Dunod, 1947.
[Pri67] I. Prigogine. Introduction to thermodynamics of irreversible pro-
cesses. New York : Interscience, 1967, 3rd ed., 1, 1967.
[PV05] T. Poinsot and D. Veynante. Theoretical and numerical combustion.
RT Edwards, Inc., 2005.

Bibliographie
[RCSP11] A. Ruiz, B. Cuenot, L. Selle, and T. Poinsot. The flame structure
of a turbulent supercritical hydrogen/oxygen flow behind a splitter
plate. 47th AIAA/ASME/SAE/ASEE Joint Propulsion Conference,
2011.
[RDSC08] F. Richecoeur, S. Ducruix, P. Scouflaire, and S. Candel. Experimen-
tal investigation of high-frequency combustion instabilities in liquid
rocket engine. Acta Astronautica, 62(1) :18–27, 2008.
[RK49] O. Redlich and J.N.S. Kwong. On the thermodynamics of solutions.
v. an equation of state. fugacities of gaseous solutions. Chemical
reviews, 44(1) :233–244, 1949.
[Row82] B. Rowlinson, J.S. nand Widom. Molecular theory of capillarity.
Dover Puvlication, Mineola, 1982.
[RPP87] R.C. Reid, J.M. Prausnitz, and B.E. Poling. The properties of gases
and liquids. 1987.
[RSDC06] F. Richecoeur, P. Scouflaire, S. Ducruix, and S. Candel. High-
frequency transverse acoustic coupling in a multiple-injector cryo-
genic combustor. Journal of Propulsion and Power, 22(4) :790–799,
2006.
[Rui12] A. Ruiz. Unsteady Numerical Simulations of Transcritical Turbulent
Combustion in Liquid Rocket Engines. PhD thesis, Institut National
Polytechnique de Toulouse-INPT, 2012.
[RZY+08] G. Ribert, N. Zong, V. Yang, L. Pons, N. Darabiha, and S. Can-
del. Counterflow diffusion flames of general fluids : Oxygen/hydrogen
mixtures. Combustion and Flame, 154(3) :319–330, 2008.
[SA94] D.M. Snider and M.J. Andrews. Rayleigh–taylor and shear driven
mixing with an unstable thermal stratification. Physics of Fluids
(1994-present), 6(10) :3324–3334, 1994.
[SA99] R. Saurel and R. Abgrall. A multiphase godunov method for com-
pressible multifluid and multiphase flows. Journal of Computational
Physics, 150(2) :425–467, 1999.
[SBF93] A.M. Saur, F. Behrendt, and E.U. Franck. Calculation of high pres-
sure counterflow diffusion flames up to 3000 bar. Berichte der Bun-
sengesellschaft fu¨r physikalische Chemie, 97(7) :900–907, 1993.
[SC78] W.B. Streett and J.C.G. Calado. Liquid-vapour equilibrium for hy-
drogen+ nitrogen at temperatures from 63 to 110 k and pressures to
57 mpa. The Journal of Chemical Thermodynamics, 10(11) :1089–
1100, 1978.
[Sep96] P. Seppecher. Moving contact lines in the cahn-hilliard theory. In-
ternational journal of engineering science, 34(9) :977–992, 1996.
[Set99] J.A. Sethian. Level set methods and fast marching methods : evolving
interfaces in computational geometry, fluid mechanics, computer vi-

Bibliographie
sion, and materials science, volume 3. Cambridge university press,
1999.
[SFSO98] M. Sussman, E. Fatemi, P. Smereka, and S. Osher. An improved
level set method for incompressible two-phase flows. Computers and
Fluids, 27(5) :663–680, 1998.
[Sha48] C.E. Shannon. A mathematical theory of communication. The Bell
System Technical Journal, 27 :379–423, 1948.
[Sha84] D.H. Sharp. An overview of rayleigh-taylor instability. Physica D :
Nonlinear Phenomena, 12(1) :3–18, 1984.
[SHP+95] H.J. Sternfeld, O.J Haidn, B. Potier, P. Vuillermoz, and M. Popp.
International cooperation on hydrogenoxygen high pressure combus-
tion. Acta Astronautica, 37 :487–496, 1995.
[Shy98] K.M. Shyue. An efficient shock-capturing algorithm for compres-
sible multicomponent problems. Journal of Computational Physics,
142(1) :208–242, 1998.
[Sma63] J. Smagorinsky. General circulation experiments with the primi-
tive equations : I. the basic experiment*. Monthly weather review,
91(3) :99–164, 1963.
[SMBC11] T. Schmitt, Y. Me´ry, M. Boileau, and S. Candel. Large-eddy si-
mulation of oxygen/methane flames under transcritical conditions.
Proceedings of the Combustion Institute, 33(1) :1383–1390, 2011.
[Smo86] M.D. Smooke. Use of adaptive methods in premixed combustion.
AIChE journal, 32(8) :1233–1241, 1986.
[Soa72] G. Soave. Equilibrium constants from a modified redlich-kwong equa-
tion of state. Chemical Engineering Science, 27(6) :1197–1203, 1972.
[SOBH07] L.C. Selle, N.A. Okong’o, J. Bellan, and K.G. Harstad. Modelling of
subgrid-scale phenomena in supercritical transitional mixing layers :
an a priori study. Journal of Fluid Mechanics, 593 :57–91, 2007.
[SPA08] R. Saurel, F. Petitpas, and R. Abgrall. Modelling phase transition
in metastable liquids : application to cavitating and flashing flows.
Journal of Fluid Mechanics, 607 :313–350, 2008.
[SPB09] R. Saurel, F. Petitpas, and R. A. Berry. Simple and efficient relaxa-
tion methods for interfaces separating compressible fluids, cavitating
flows and shocks in multiphase mixtures. Journal of Computational
Physics, 228(5) :1678–1712, 2009.
[SRLC12] T. Schmitt, J. Rodriguez, I.A. Leyva, and S. Candel. Experiments
and numerical simulation of mixing under supercritical conditions.
Physics of Fluids (1994-present), 24(5) :055104, 2012.
[SS86] Y. Saad and M.H. Schultz. Gmres : A generalized minimal residual
algorithm for solving nonsymmetric linear systems. SIAM Journal
on scientific and statistical computing, 7(3) :856–869, 1986.

Bibliographie
[SSCR05] G. Singla, P. Scouflaire, S. Candel, and J.-C. Rolon. Transcritical
oxygen/transcritical or supercritical methane combustion. Procee-
dings of the Combustion Institute, 30 :2921–2928 Part 2, 2005.
[SSO94] M. Sussman, P. Smereka, and S. Osher. A level set approach for
computing solutions to incompressible two-phase flow. Journal of
Computational physics, 114(1) :146–159, 1994.
[SSRC06] G. Singla, P. Scouflaire, J.-C. Rolon, and S. Candel. Planar laser-
induced fluorescence of oh in high-pressure cryogenic lox/gh 2 jet
flames. Combustion and Flame, 144(1) :151–169, 2006.
[SSRC07] G. Singla, P. Scouflaire, J.-C. Rolon, and S. Candel. Flame sta-
bilization in high pressure LOx/GH(2) and GCH(4) combustion.
PROCEEDINGS OF THE COMBUSTION INSTITUTE, Volume :
31(31) :Pages : 2215–2222, 2007.
[SSRC10] T. Schmitt, L. Selle, A. Ruiz, and B. Cuenot. Large-eddy simulation
of supercritical-pressure round jets. AIAA journal, 48(9) :2133–2144,
2010.
[Ste49] Ko. Stewartson. Correlated incompressible and compressible boun-
dary layers. In Proceedings of the Royal Society of London A : Ma-
thematical, Physical and Engineering Sciences, volume 200, pages
84–100. The Royal Society, 1949.
[Tak74] S. Takahashi. Preparation of a generalized chart for the diffusion co-
efficients of gases at high pressures. Journal of Chemical Engineering
of Japan, 7(6) :417–420, 1974.
[TBE+01] G. Tryggvason, B. Bunner, A. Esmaeeli, D. Juric, N. Al-Rawahi,
W. Tauber, J. Han, S. Nas, and Y.-J. Jan. A front-tracking method
for the computations of multiphase flow. Journal of Computational
Physics, 169(2) :708 – 759, 2001.
[TR59] L. Ting and CJ. Ruger. A note on mixing of 2 parallel subsonic
streams. Journal of Mathematics and Physics, 38 :153, 1959.
[TR67] L. Ting and CJ. Ruger. A note on mixing of 2 parallel subsonic
streams. Journal of Mathematics and Physics, 46(3) :343, 1967.
[TSS94] E.F. Toro, M. Spruce, and W. Speares. Restoration of the contact
surface in the hll-riemann solver. Shock Waves, 4 :25–34, 1994.
[UH74] T.E. Unny and N. Hayakawa. Boundary conditions for the turbu-
lent mixing layer between two parallel streams. Journal of Applied
Mechanics, 41(1) :25–28, 1974.
[UT92] S. O. Unverdi and G. Tryggvason. A front-tracking method for vis-
cous, incompressible, multi-fluid flows. Journal of Computational
Physics, 100(1) :25–37, 1992.
[VBE73a] H. Van Beijeren and M.H. Ernst. The modified enskog equation.
Physica, 68(3) :437–456, 1973.

Bibliographie
[VBE73b] H. Van Beijeren and M.H. Ernst. The modified enskog equation for
mixtures. Physica, 70(2) :225–242, 1973.
[vdW73] J.D. van der Waals. Over de Continuiteit van den Gas- en Vloeis-
toftoestand. PhD thesis, Leiden, 1873.
[vdW95] J.D. van der Waals. Thermodynamique de la capillarite´ dans l’hy-
pothese d’une variation continue de densite´. Archives Ne´erlandaises,
28 :121–209, 1895.
[VHG+98] L. Vingert, M. Habiballah, P. Gicquel, E. Brisson, S. Candel, G. Her-
ding, R. Snyder, P. Scouflaire, J.-C. Rolon, D. Stepowski, et al.
Optical diagnostics for cryogenic liquid propellants combustion. In
AGARD conference proceedings, pages 44–1. AGARD, 1998.
[VHT99] L. Vingert, M. Habiballah, and J.C. Traineau. Mascotte, a research
test facility for high pressure combustion of cryogenic propellants. In
12th European Aerospace Conference, 3rd European Conference on
Space Transportation Systems, Paris, 1999.
[VHVZ00] L. Vingert, M. Habiballah, P. Vuillermoz, and S. Zurbach. Mascotte,
a test facility for cryogenic combustion research at high pressure. In
51st International Astronautical Congress, Rio de Janeiro, 2000.
[Vil98] E. Villermaux. Mixing and spray formation in coaxial jets. Journal
of propulsion and power, 14(5) :807–817, 1998.
[VKS80] P.H. Van Konynenburg and R.L. Scott. Critical lines and phase
equilibria in binary van der waals mixtures. Philosophical Transac-
tions of the Royal Society of London A : Mathematical, Physical and
Engineering Sciences, 298(1442) :495–540, 1980.
[VR00] E. Villermaux and H. Rehab. Mixing in coaxial jets. Journal of Fluid
Mechanics, 425 :161–185, 2000.
[VV02] D. Veynante and L. Vervisch. Turbulent combustion modeling. Pro-
gress in energy and combustion science, 28(3) :193–266, 2002.
[WF05] H. Weinga¨rtner and E.U. Franck. Supercritical water as a solvent.
Angewandte Chemie International Edition, 44(18) :2672–2692, 2005.
[Wil64] G.M. Wilson. Vapor-liquid equilibria, correlation by means of a mo-
dified redlich-kwong equation of state. In Advances in Cryogenic
Engineering, pages 168–176. Springer, 1964.
[Yan00] V. Yang. Modeling of supercritical vaporization, mixing, and com-
bustion processes in liquid-fueled propulsion systems. Proceedings of
the Combustion Institute, 28(1) :925–942, 2000.
[You84] D.L. Youngs. Numerical simulation of turbulent mixing by rayleigh-
taylor instability. Physica D : Nonlinear Phenomena, 12(1) :32–44,
1984.
[You89] D.L. Youngs. Modelling turbulent mixing by rayleigh-taylor instabi-
lity. Physica D : Nonlinear Phenomena, 37(1) :270–287, 1989.

Bibliographie
[YS94] V. Yang and J-S. Shuen. Vaporization of liquid oxygen (lox) droplets
in supercritical hydrogen environments. Combustion Science and
Technology, 97(4-6) :247–270, 1994.
[YTDR01] Y.N. Young, H. Tufo, A. Dubey, and R. Rosner. On the miscible
rayleigh-taylor instability : two and three dimensions. Journal of
Fluid Mechanics, 447(1) :377–408, 2001.
[ZY06] N. Zong and V. Yang. Cryogenic fluid jets and mixing layers in
transcritical and supercritical environments. Combustion Science
and Technology, 178(1-3) :193–227, 2006.

Table des figures
I.1 Repre´sentation dans l’espace (V,T, P ) . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
I.2 Diagramme des phases de l’oxyge`ne a` partir des donne´es du NIST. . 11
I.3 Exemples de fonctions v 7→ P obtenues avec une e´quation cubique . 22
I.4 Exemple d’entropie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
I.5 Fractions d’hydroge`ne des phases a` l’e´quilibre a` 83,15 K et 99,82 K. 34
I.6 Courbe de saturation pour l’oxyge`ne pur. . . . . . . . . . . . . . . . 35
I.7 Limite de stabilite´, courbe de rose´e et d’e´bulition de l’oxyge`ne pur. 36
I.8 E´volution des pressions critiques me´caniques d’un me´lange fige´. . . . 37
I.9 E´volution des pressions critiques me´caniques d’un me´lange fige´. . . . 37
I.10 Limite de stabilite´ oxyge`ne-eau. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
I.11 Topologie 1 : P 260 bar > Pc,H2O. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
I.12 Topologie 2 : Pc,H2O > P 60 bar > Pc,O2 . . . . . . . . . . . . . . . . 40
I.13 Topologie 3 : PO2 > P 45 bar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
I.14 E´quilibres oxyge`ne-eau a` 260 bar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
I.15 E´quilibres oxyge`ne-eau a` 260 bar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
I.16 E´quilibres oxyge`ne-eau a` 60 bar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
I.17 E´quilibres oxyge`ne-eau a` 60 bar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
I.18 E´quilibres oxyge`ne-eau a` 60 bar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
I.19 E´quilibres oxyge`ne-eau a` 45 bar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
I.20 E´quilibres oxyge`ne-eau a` 45 bar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
I.21 E´quilibres oxyge`ne-eau a` 45 bar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
I.22 E´quilibres oxyge`ne-eau me´tastable a` 52 bar. . . . . . . . . . . . . . 47
I.23 Diagramme oxyge`ne-eau au voisinage du point critique de l’oxyge`ne. 48
I.24 Classification des e´quilibres binaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
I.25 E´volution des e´quilibres de type I et de type Ia . . . . . . . . . . . . 49
I.26 E´volution des e´quilibres de type II et de type III . . . . . . . . . . . 50
I.27 Diagramme (T, P ) oxyge`ne-eau. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
I.28 Diagramme (xH2O, P ) oxyge`ne-eau. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
I.29 Me´lange de deux re´acteurs homoge`nes. . . . . . . . . . . . . . . . . 51
I.30 Profils de pression et de variation de tempe´rature. . . . . . . . . . . 52
I.31 Variation maximale de pression. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
I.32 Variation maximale de pression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
II.1 Sche´ma de principe d’une couche de me´lange. . . . . . . . . . . . . 74
II.2 Couche de me´lange H2 − N2 : P = 100 atm. . . . . . . . . . . . . . 78

Liste des figures
II.3 Couche de me´lange H2 − N2 : P = 100 atm, T = 160 K. . . . . . . . 79
II.4 Couche de me´lange H2 − N2 : P = 100 atm, T = 122 K. . . . . . . . 79
II.5 Couche de me´lange H2 − N2 : trajectoires a` 100 atm. . . . . . . . . 80
II.6 Couche de me´lange H2 −O2 : trajectoires a` 100 bar. . . . . . . . . . 82
II.7 Couche de me´lange H2 −O2 : P = 100 bar, T = 155 K. . . . . . . . 82
II.8 Couche de me´lange H2 −O2 : P = 100 bar, T = 155 K. . . . . . . . 82
II.9 Couche de me´lange H2 −O2 : trajectoires a` 60 bar. . . . . . . . . . 83
II.10 Couche de me´lange H2 −O2 : P = 60 bar, T = 160 K. . . . . . . . . 84
II.11 Couche de me´lange H2 −O2 : P = 60 bar, T = 160 K. . . . . . . . . 84
II.12 Couche de me´lange H2 −O2 : Zoom trajectoires a` 60 bar. . . . . . . 85
II.13 Grille de´cale´e utilise´e pour la couche de me´lange bidimensionnelle. . 86
II.14 Fraction molaire d’hydroge`ne avec la diffusion classique. . . . . . . . 87
II.15 Fraction molaire d’hydroge`ne avec la diffusion non ide´ale. . . . . . . 88
II.16 Fraction molaire d’hydroge`ne en fonction de l’abscisse radiale. . . . 88
II.17 Fraction molaire d’hydroge`ne en fonction de l’abscisse autosimilaire. 89
III.1 Parame`tre de capillarite´ physique de l’oxyge`ne. . . . . . . . . . . . . 103
IV.1 Structure e´tire´e bidimensionelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
IV.2 Re´partition des donne´es aux points et aux demi-points. . . . . . . . 120
IV.3 Interface O2 −O2 : profils de densite´ a` 52,5 bar. . . . . . . . . . . . 124
IV.4 Interface O2 −O2 : profils de pression a` 52,5 bar. . . . . . . . . . . 124
IV.5 Interface O2 −O2 : profils de tempe´rature a` 52,5 bar. . . . . . . . . 125
IV.6 Interface O2 −O2 : profils de densite´ a` 20 bar. . . . . . . . . . . . . 125
IV.7 Interface O2 −O2 : profils de pression a` 20 bar. . . . . . . . . . . . 126
IV.8 Interface O2 −O2 : profils de tempe´rature a` 20 bar. . . . . . . . . . 126
IV.9 Interface O2 −O2 : trajectoire (ρ, P ) a` 20 bar. . . . . . . . . . . . . 127
IV.10 Interface O2 −O2 : profils de densite´. . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
IV.11 Interface O2 −O2 : profils de tempe´rature. . . . . . . . . . . . . . . 128
IV.12 Interface O2 −O2 : trajectoires dans le diagramme (ρ, T ). . . . . . . 129
IV.13 Interface O2 −O2 : trajectoires dans le diagramme (ρ, P ). . . . . . . 129
IV.14 Interface O2 −O2 : e´volution de l’e´paisseur de me´lange. . . . . . . . 130
IV.15 Interface O2 −O2 : e´tirement et parame`tre de capillarite´. . . . . . . 131
IV.16 Interface O2 − H2O a` 260 bar : profils de tempe´rature. . . . . . . . . 132
IV.17 Interface O2 − H2O a` 260 bar : profils de fraction molaire. . . . . . . 133
IV.18 Interface O2 − H2O a` 260 bar : profils de densite´. . . . . . . . . . . 133
IV.19 Interface O2 − H2O a` 260 bar : trajectoires (XH2O, T ). . . . . . . . . 134
IV.20 Interface O2 − H2O a` 260 bar : trajectoires (XH2O, P ). . . . . . . . . 134
IV.21 Interface O2 −O2/H2O : profils de tempe´rature. . . . . . . . . . . . 136
IV.22 Interface O2 −O2/H2O : profils de fraction molaire d’eau. . . . . . . 136
IV.23 Interface O2 −O2/H2O : profils de γ12. . . . . . . . . . . . . . . . . 137
IV.24 Interface O2 −O2/H2O : trajectoire (v,XH2O) a` 80 bar. . . . . . . . 137
IV.25 Interface O2 −O2/H2O : trajectoire (v,XH2O) a` 60 bar. . . . . . . . 138
IV.26 Interface O2 −O2/H2O : condensation de l’eau. . . . . . . . . . . . 139
IV.27 Interface O2 −O2/H2O : trajectoires (v,XH2O) a` 60 bar . . . . . . . 140

Liste des figures
IV.28 Interface O2 −O2/H2O : trajectoires (v,XH2O) a` 45 bar . . . . . . . 141
IV.29 Interface O2 −O2/H2O : profils de fraction molaire d’eau a` 45 bar. . 141
IV.30 Flamme e´tire´e a` 60 bar : profils de masse volumique et de tempe´rature.144
IV.31 Flamme e´tire´e a` 60 bar : profils des espe`ces. . . . . . . . . . . . . . 144
IV.32 Flamme e´tire´e a` 45 bar : profils de masse volumique et de tempe´rature.145
IV.33 Flamme e´tire´e a` 45 bar : profils des espe`ces. . . . . . . . . . . . . . 145
IV.34 Flamme e´tire´e : e´volution du crite`re ∂ρP avec la pression. . . . . . 146
IV.35 Flamme e´tire´e : e´volution de l’enthalpie spe´cifique de l’eau. . . . . . 147
IV.36 Flamme e´tire´e : profils de masse volumique. . . . . . . . . . . . . . 147
IV.37 Flamme e´tire´e : profils de de masse volumique. . . . . . . . . . . . . 148
IV.38 Flamme e´tire´e : trajectoires (ρ,T ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
IV.39 Flamme e´tire´e : trajectoires (ρ,P ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
IV.40 Flamme e´tire´e : influence de la condensation a` 60 bar. . . . . . . . . 150
IV.41 Flamme e´tire´e : influence de la condensation a` 45 bar. . . . . . . . . 150
IV.42 Flamme e´tire´e : e´volution de l’e´paisseur de transition. . . . . . . . . 152
IV.43 Flamme e´tire´e : e´volution de l’e´paisseur de transition. . . . . . . . . 152
V.1 Re´sume´ des relaxations en pression et en tempe´rature . . . . . . . . 168
V.2 Sche´ma de principe du multifluide. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
V.3 Exemple de fonction φ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
V.4 Comparaison des densite´s d’un me´lange multifluide. . . . . . . . . . 174
V.5 Profils de masse volumique et de tempe´rature. . . . . . . . . . . . . 175
V.6 Profils des fractions molaires des espe`ces. . . . . . . . . . . . . . . . 176
V.7 Re´partition de la masse d’oxyge`ne. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176
V.8 Comparaison de la masse volumique multi et monofluide. . . . . . . 177
V.9 Comparaison de la tempe´rature multi et monofluide. . . . . . . . . . 177
V.10 Comparaison des trajectoires (T, ρ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
VI.1 Banc MASCOTTE V03. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
VI.2 Sche´ma de principe du re´troe´clairage. . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
VI.3 Sche´ma de principe de l’ombroscopie. . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
VI.4 Sche´ma de principe de la nappe laser. . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
VI.5 E´volution du re´gime d’injection en fonction de la pression. . . . . . 194
VI.6 Visualisation du jet dense d’oxyge`ne par re´troe´clairage. . . . . . . . 195
VI.7 Interface entre l’oxyge`ne dense et la flamme. . . . . . . . . . . . . . 195
VI.8 E´volution du re´gime d’injection en fonction de la pression. . . . . . 196
VI.9 Images obtenues par PLIF-OH au niveau de la le`vre de l’injecteur. 197
VI.10 Transforme´e d’Abel du champ moyen de chimiluminescence OH. . . 197
VI.11 E´volution du re´gime d’injection en fonction de la pression. . . . . . 198
VI.12 Spectre d’e´nergie de la turbulence homoge`ne isotrope. . . . . . . . . 200
VI.13 Les diffe´rents re´gimes de combustion. . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
VI.14 Boitier MASCOTTE HP complet avec divergent . . . . . . . . . . . 209
VI.15 Ge´ome´trie de l’injecteur coaxial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
VI.16 Coupe me´diane du maillage utilise´. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211
VI.17 Champ instantane´ de la vitesse axiale dans un plan de coupe. . . . . 213

Liste des figures
VI.18 E´volution de la pression sur l’entre´e d’oxyge`ne et d’hydroge`ne . . . 214
VI.19 Transforme´e de Fourier du signal de pression de l’entre´e d’oxyge`ne . 214
VI.20 Re´partition de la la fraction massique de l’oxyge`ne. . . . . . . . . . 216
VI.21 Comparaison de la masse volumique moyenne du me´lange. . . . . . 216
VI.22 Champ instantane´ de la fraction volumique. . . . . . . . . . . . . . 217
VI.23 Comparaison des jets denses expe´rimental et nume´rique . . . . . . . 217
VI.24 Rayon moyen du dard dense. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218
VI.25 Champ instantane´ de la masse volumique. . . . . . . . . . . . . . . 218
VI.26 E´volution des instabilite´s longitudinales. . . . . . . . . . . . . . . . 219
VI.27 E´volution des instabilite´s azimutales. . . . . . . . . . . . . . . . . . 221
VI.28 Champ instantane´ de la tempe´rature. . . . . . . . . . . . . . . . . . 222
VI.29 Iso surface de tempe´rature T= 1500 K. . . . . . . . . . . . . . . . . 222
VI.30 Scatter-plot des fractions massiques. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223
VI.31 Comparaison des visualisations de chimiluminescence OH . . . . . . 224
VI.32 Rendu instantane´ de la production de OH . . . . . . . . . . . . . . 225

Liste des symboles
ij Profondeur du puits de potentiel entre deux mole´cules d’espe`ce i et j
κˆ Viscosite´ volumique
f Nombre d’e´tats microscopiques re´alisant un e´tat macroscopique donne´
η Viscosite´ de cisaillement
ω˙i Taux de production molaire de la ie`me espe`ce
ρ Masse volumique du fluide
σi Diame`tre mole´culaire de l’espe`ce i
τ Tenseur des contraintes visqueuse
a Pression de cohe´sion bimassique
a Pression de cohe´sion
b Covolume massique
b Covolume
cp,i Chaleur spe´cifique a` pression constante de l’espe`ce i
cv,i Chaleur spe´cifique a` volume constant de l’espe`ce i
E Energie interne du fluide
e E´nergie massique interne d’un me´lange de fluides
esti E´nergie massique de re´fe´rence aux tempe´rature et pression standard pour
l’espe`ce i seule
ei E´nergie massique spe´cifique de la ie`me espe`ce du fluide
E E´nergie massique totale
F E´nergie libre du fluide
f E´nergie libre massique du fluide
fi E´nergie libre massique spe´cifique de la ie`me espe`ce du fluide
G Enthalpie libre du fluide
g Enthalpie libre massique du fluide

Liste des symboles
gi Potentiel chimique massique de l’espe`ce i
H Enthalpie du fluide
h Enthalpie massique du fluide
hsti Enthalpie massique de re´fe´rence aux tempe´rature et pression standard pour
l’espe`ce i seule
hi Enthalpie massique spe´cifique de la ie`me espe`ce du fluide
I Inte´grale du parame`tre de forme d’une e´quation d’e´tat cubique
Ji Flux de diffusion de la ie`me espe`ce
kB Constante de Boltzmann
L Matrice de diffusion de Keizer
Mi Masse de l’espe`ce i
Mi Masse molaire de l’espe`ce i
NA Constante d’Avogadro
nk Concentration mole´culaire de l’espe`ce k
ne Nombre d’espe`ces diffe´rentes dans le fluide
nr Nombre de re´action chimique
P Pression du fluide
Π Tenseur syme´trique de pression
Q Flux total de chaleur
R Constante des gaz parfaits
S Tenseur des de´formations
S Entropie du fluide
s Entropie massique du fluide
ssti Entropie massique de re´fe´rence aux tempe´rature et pression standard pour
l’espe`ce i seule
si Entropie massique spe´cifique de la ie`me espe`ce du fluide
T Tempe´rature du fluide
V Volume du fluide
v Vitesse du fluide
Vij Potentiel d’interaction entre les mole´cules de type i et celles de type j
v Volume massique d’un me´lange de fluides

Liste des symboles
vi Volume massique spe´cifique de la ie`me espe`ce du fluide
Xi Fraction molaire de l’espe`ce i
Yi Fraction massique de l’espe`ce i

